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Arithmétique

Introduction

4
L arithmétique est un des secteurs scientifiques les plus anciens et
les plus féconds. Fopdée essentiellement par les pythagoriciens
pour qui fout éfait Aambre, elle a connu de grands progrés sous
V'impulsion de Fermal, Euler, Lagrange, Gauss et Legendre.

Longtemps considérée comme la branche la plus dbstraite et la -
moins utile des mathématiques, elle connait aujourd’hui de nom-
breuses applications en informatique, en électronique et en cryp-

tographie.
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~—lsl. Lensemble N

. N désigne I'ensemble des entiers naturels et N* 'ensemble des entiers naturels non nuls.
j Ona: N={0:1;2;3;..;n;n+1;..] et N*=N\ {0}

mmmmmm  Addition et multiplication dans N

N est muni de deux opérations : w === =
~ I'addition, notée + : Addition dans N Multiplication da]:!s R

— la multiplication, notée x. PRI T ax1=1%d=a

Pour tous entiers naturels a eth,a+ bet |0 estélément neutre pour +|1 est élément neutre pour x
a x b sont des entiers naturels ; on dit que

| I'addition et la multiplication dans N sont a+b+c=(a+b+c axbxel=laxh)xe
* des lois de composition infernes. + esl associative X est associalive
a+b=b+a axb=bxa

Les propriétés de 'addition et de la multi-

g s ] x est commutati
plication dans N sont résumées dans le Formsmr e = i
tableau ci-contre oti a, b et ¢ désignent des ax(b+c) =axb+axc
entiers naturels. x est distributive par rapport a +

' a+c=b+c=a=bh axc=bxc=a=b
Remarque (c € N) (c € N¥)
Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité le produit
a x b est noté : ab. h 3 a+b=0=a=5b=0 axb=1=a=b=1

emmmmm Ordre dans N
On définit dans N une relation, notée <, par: V(a;b)EN? (a<h & JcEN,b=a+c).
Cette relation posséde les propriétés suivantes, dont la démonstration est immédiate.

Propriéfes 1 i AU R T

it Pour tous entiers naturels a, betc,ona:

: "asza (la relation < est réflexive)
*si ash et b<a, alors a=b (la relation < est antisymétrique)
*sia<h et b<c, alors a<c (la relation < est transitive).

On dit que < dans N est une relation d’ordre.

ﬁ Remargue

Deux entiers naturels a et b sont loujours comparables, c’est-a-dire on a toujours ; a <b ou b<a :
on dit que < dans N est une relation d'ordre total.

Nous admettons la propriété suivante,

Propriete 2

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Exemples

F « Le plus petit élément de N est 0.
| » Le plus petit 6lément de I'ensemble (2n + 7, n € N) est 7.

| mEmmmm Raisonnement par récurrence

Considérons les premiers entiers naturels non nuls et comparons la somme de leurs cubes au carré de
leur somme. ~

6 Arithmétique
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Ona: 13=1 et 12=1
13+23=9 et (1+22=9
19+2%+ 33 =236 et (1+2+3)=36
1¥+29+37+43=100 at (1+2+3+4)*=100.
Ces observations conduisent 2 conjecturer que : Y n € N*, 13+ 23+ ... +nd=(1+ 2 + ... + n)2

Etant dans I'impossibilité d'effectuer une infinité de vérifications, nous allons utiliser un raisonnement
par récurrence, dont le principe peut étre illustré par la situation suivante : « si, dans une rangée de voi-
tures, la premiére est verte et derriére toute voiture verte il y a une voiture verte, alors toutes les voitures
sont vertes ».

e . B
Pour démontrer qu'une prnpnsmun P(n), qui concerne un entier naturel n, est vraie pout taut |
~ ' | nsupérieur ou égal 2 n,, on procide en deux étapes :
* on démontre que : P(n,) est vraie ; §
* on démontre que : pour tout entier k supérieur ou égal & ny, si P(k) est waiﬁ ulors |

P(k + 1) est vraie. \ : _I

e el e e e T e R e e e e S it o i . ) Wl B et i

St e e e —

Exemples

* Soit P(n) la proposition : « 19+ 2 + .., +n?=(1 + 2 + ... + n)* ».

— Nous avons déja vérifié que : P(1) est vraie.

— Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Si P(k) est vraie,ona: 19+2°+ ... +Kk'=(1+2+...+Kk)?;

donc : 13+23+...+k3+[k+'1]:'—[1+2+ AP+ k(e +1)2 + (k+1)?

i k{k; 1) ]2 * 2 k{k; 1) (k+1)+(k+1)?

_[klk +1)
i

+ (ke + 1]]2

=[1+2+...+k+(k+1)]%;
c'est-a-dire : P(k + 1) est vraie.
On en déduit que, pour tout entier naturel n non nul, P(n) est vraie.
* Démontrons que pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 4, on a : n? < 2" =
Soit Q(n) la proposition : « n® < 2" ».
—Ona:42<2?% ; donc: Q(4) est vraie.
— Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 4,
Si Q(k) est vraie, on a:k? <2k,

k41 1 k+1 2 2
Or: - -1+k.donc . 54 et (k+ 1) < 2k?,
Donc : (k + 1)? < 2k+1 ; c’est-a-dire : Q(k + 1) est vraie.
On en déduit que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, Q(n) est vraie.

1.2, l'ensemble 7

7 désigne I'ensemble des entiers relatifs et Z* I'ensemble des entiers relatifs non nuls.
Ona: Ze(win=1;n0;..;—2;-1;0;1;2;..} et Z*=2Z\ {0].

memmmmn Addition dans
L'addition dans Z posséde les propriétés suwantes

E—

— T e
|J' z \

- Fropr ‘] nes 'f X i v d
gt s el = — - - == . - - - e PR i e T e el

Pour tous nnliers relatifs a, b etc,ona:

(1) a+beZ (+ dans Z est une loi de composition interne)
(2) a+(b+c)=la+b)+c (+ est associative)
(3) a+0=0+a=a (0 est élément neutre pour +)
{ (4) 3a’'€Z,a+a’=a’+a=0 (tout élément de Z a un opposé dans Z)
(5) a+b=b+a (+ est commutative).
Arithmétique 7
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Notation et vocabulaire .
* L'opposé d'un entier relatif a est unique ; on le note —a et on tappaliesymelrique.Ce 0 pone s,
* Pour résumer les 4 premigres propriétés, on dit que (Z, +) est un groupe ;
pour résumer les 5 propriétés, on dit que (Z, +) est un groupe commutatif.
* Plus généralement, un ensemble muni d'une loi de composition interne est un groupe lorsque :
— la loi est associative ;
— I'ensemble posséde un élément neutre pour cette loi ;

— tout élément de 1'ensemble admet un symétrique pour cette loi dans cet ensemble.
Ce groupe est commutatif si de plus la loi est commutative.

Exemples

* (R, +) est un groupe commutatif.
(N, +) n’est pas un groupe.
* Soit § I'ensemble des isométries du plan.
(9, ©) est un groupe ; en effet :
— la composée de deux isométries est une isométrie ;
— la composée des isométries est associative ;
— l'application identique, qui est une isométrie, est élément neutre pour o ;
— le symétrique d'une isomsétrie pour o est son isométrie réciprogue.
Le groupe (¥, o) n'est pas commutatif,
Propriéte 2

Pour tous entiers relatifs a, betc,ona:a+c=b+c = a=h.

En effet, sia+c=b+c,alors:a+c+(-c)=b+c¢+ (-¢); donc :a =bh.

Al

memmmm Multiplication dans Z
La multiplication dans Z posséde les propriétés suivantes.

..... N e
Pour tous entiers relatifs a, b et ¢, on a :
(1)) axbe?Z _ (x dans Z est une loi de composition inlerne)
(2’) ax(bxe)=(axb)xec (% est associative)
(3) ax(b+c)=axb+axe (x est distributive par rapport a +)
() axb=bxa (x est commutative)
(5) ax1l=1xa=a (1 est élément neufre pour %),
Vocabulaire

Pour résumer les propriétés (1), (2), (3), (4), (5) de I'addition et les propriétés (1), (2'), (3"), (41, (5") de la
multiplication, on dit que (Z, +, X) esl un anneau commutatif unitaire.

Propriétés 2

Pour tous entiers relatifsa, betc(c20),ona:
cax0=0 : *ca=ch = a=5b.

Démonstration

Nous ne démontrerons que la premiére propriété.
Ona:aa+ax0=ala+0)=aa=aa+0;donc:ax0=0,

pemsmmm  Ordre dans Z

Pour tous nombres entiers relatifs a et b, on pose : b~ a = b+ (- a),

On définit dans Z une relation, notée <, par : V (a; b)) € 7, (a<b e b-a e M),
Cette relation est une relation d’ordre total.

8 Arithmétique
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Nous admettons les propriétés 1 et 2 suivantes.
Propriétés 1

Soit a et b deux entiers relatifs.

* Pour tout entier relatif ¢, on a : a<h & a+csb+c. .
* Pour tout entier c strictement positif, ona: a<b & axcshxec

* Pour tout entier c striclement négatif, ona: a<h & axezbxe.

Proprietes 2

* Toute partie non vide et majurée de Z admet un plus grand élément.

* Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
Exemple

L'ensemble (n € Z, (n + 2)* < 6} est borné.
Son plus grand élément est 0 et son plus petit élément est — 4.

Propriété 3

Soit a et b deux entiers relatifs Iels que:b#0.
1l existe un entier relatif n tel que : nb 2 a. .

On dit que Z est archimédien,

Démonstration
1" cas :b=1
—si @20, il suffit de prendre :n=a;
—si @ < 0, il suffit de prendre : n = 0.
2¢¢cas :hs-1
On a:-b =1 ; donc il existe un entier relatif m, tel que : m(- b] za. .
1 suffit donc de prendre : n = —m.

pEDET Division euclidienne dc:ns 7

Propriete

Soitaeth deux entiers relatifs leis que : ba&u
1l existe un unique couple (g ;) de ZxNtelque:a=bg+r et 0<r< |b].

Les nombres q et r s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par
b. Effectuer une division euclidienne c’est déterminer son quotient et son reste.

|
D émonstration )
* Existence '
Soit A I'ensemble des entiers naturels de la forme : a — bg (g € Z). ‘
a + |ba| est é1ément de A ; donc A est une partie non vide de N, qui admet un plus petit élément r. .‘
rest élément de A ;doncrz0etr=a-bqlq € Z)
De plus, r < |b| (sinon, r=|b| =a-bg—|b| = a-bq’; done, r—|b| serait un élément de A, plus
petit que r ; c'est-a-dire, r ne serait plus le plus petit élément de A). |
On en déduit qu'il existe un couple (g;rJde ZxNtelque:a=bg+r et 0<r< Ib|. |
= [Inicité ¥
Soit (q ; r) et (q"; r) deux couples de Z x Ntelsque:a=bg+r,a=bq'+r,0sr< |b] eto<r < |Bl. &
Ona:0=hblg’'-q) + (r'—7); donc: |b||q—q| lr'=rl. T
Or:-|b| <r'—r< |bl; donc: lr'=r| < IB].
On en déduit que : |q’—q| = 0 (si |q’—q| > 1, on aurait : |b| |q'-—q| > |b]).
De plus : |r' -7 =|b| |q'— gl ;donc:q’=qetr=r.

Arithmétique 9@
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Exempfcx
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :
a=53 et b___.-lz i a=-53 et b=12 ; a=53 et b=-12 + @a=-—53 Etb=-—12'
*Ona: 53 =12x4+5 et 0<5<12. *0Ona: 53 =[—12jx'('4]+53t 0<5 <12,
Donc : 4 et 5 sont respectivement le quotient et le | Donc:—4 et 5 sont respectivement le quotient et
feste de la division euclidienne de 53 par 12. reste de la division euclidienne de 53 par — 13_
*Ona; -53 43 % f—4)=5 *Ona; - 53 =(-12)x4-5

=12x(-5)+7 et 0<7<12. ={-12)x5+7 et 0<7 <13,
Donc:—5et7 sont respectivement le quotient etle | Donc: 5 et 7 sont I‘ESPEFU_VEIBEII’( le quotient et le
reste de la division euclidienne de — 53 par 12. reste de la division euclidienne de — 53 par — 13,

' e1.3.. Numération

BEEmmmm Bases de numération

Toutes les civilisations anciennes de Chine, Mésopotamie, Egypte, Amérique du Sud ... ont inventé un sys-
teme de numération. Mais ces différents systtmes ne permettaient pas d'effectuer facilement les opérations,

Le systtme décimal (base dix) a I'avantage de rendre simples toutes les opérations, grice 4 l'invention
du 0 et & la valeur de position des chiffres.

Le systéme binaire (base deux) est adapté a I'informatique qui utilise également le systéme hexadécimal
(base seize) pour réduire la taille de I'écriture des nombres (code ASC II),

Nous admettons la propriété suivante,
Propriéte

Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2. %
Tout entier naturel x non nul peut s'écrire de fagon unique ¥ a b, oit les a, sont des entiers naturels
telsque:0<a <b et a,#0. i

On écrit : x = apap_,...azaiagb. Cette écriture est appelée €criture de x en base b.

Par convention, les écritiires sans « barre » sont en base 10,

Eemargues

I}
Soit x = Ay, @00 =@ ,bP + a, b1+ .. +ab?+ ab+a,

*Ona: x=blabr'+a, b2+ . +ah+ a,)+a, avec0<a,<b;

e r . S G g ’
donc q, = a,a, 1--a,q, €l a, sont respectivement le quotient et le reste de Ja division euclidienne de x
par b.

*Ona: q,=blab?+a, b +.. +a,)+ ay,avec0<a,<b;

donc q,=a,a, .a, .e{ a, sonl respectivement le quotient el le reste de la division euclidienne de g, par b.
On peut ainsi déterminer de proche en proche Vécriture de x en base b,

Exemples :

e Ecrire dans le'systéme décimal le nombre : 423",

Ona: 423 =4 x52+2x5' +3x50
=4x25+2x%x5+3

=113.
e Ficrire le nombre 127 en base sept. —
On effectue les divisions sucgesswes par 7, comme indiqué sur le schéma clcoritra, 1 b5 '_7—
On en déduit que : 127 =241 . A

10 Arithmétique

Scanned by CamScanner




memmom  Systeme binaire
Pour écrire un nombre en base deux, I'ensemble des chiffres utilisés est : (0 ; 1},

Exemples
* Ecrire dans le systéme décimal le nombre : T0100111001°.
On a: 10100111001 = 210 + 28 4 25 4+ 28 4 22 + 20 872
=1024 +256+32+16+8+ 1 143'&
=1 337. 1]21]2
* Ecrire le nombre 87 en base deux. L 10'i
On effectue les divisions successives par 2, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 0 §| % 9
On en déduit que : 87 = 1010111°. 0 |'1i

wommmm Systéme hexadécimal

Pour écrire un nombre en base seize, |'ensemble des chiffres utilisés est :
{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;A;B;C;D;E;Fl.

(A, B, C, D, E et F représentent respectivement 10, 11, 12, 13, 14 et 15.)

Exemples
» Ecrire dans le systdme décimal le nombre . T0A5 .

Ona:FOAS = =15x16% + 0 x 162 + 10 X 16 + 5 X 16°
= 61440 + 160 + 5

= 61 605. 64 206 iﬁ&_

* Ecrire le nombre 64 206 en base seize. 14]4 012

On effectue les divisions successives par 16, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 12
—16

On en déduit que : 64 206 = FACE .

16
ﬁ 16
15

10

1.4, Travaux dirigés

Un damier comporte 1 024 cases sur 1 024 toutes blanches sauf
une, peinte en noir, a un endroit non précisé du damier. On dis-
pose, en nombre suffisant, de « triminos » en forme de « L ».

Est-il possible, a I’aide des triminos, de paver toutes les cases

blanches du damier, sans déborder et sans que deux triminos ne Un timino, comme son nom I'indique,
se chevauchent 7 recouvre trois cases du damier.
Solution

On remarque que 1 024 = 217,
Soit P(n) la proposition : « un damier de c8té 2", privé d'une case,

peut tre pavé par des triminos ».

e Pour n = 1, un damier 2 x 2 privé d'une case esl un trimino.
Donc P(1) est vraie.

« Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Supposons P(k) vraie et considérons un damier de c6té 2!, privé
d’'une case.

Ce damier peut dtre partagé en quatre « sous-damiers » de c6té 2%,
L'un de ces quatre sous-damiers contient la case noire ; on peut
donc le paver de triminos.

Posons au centre un trimino a cheval sur les trois autres. Chacun
des sous-damiers restants, privé de la case couverte par le trimi-
no, peut étre & son tour pavé par des triminos.

Donc Pk + 1) est vraie.

On en déduit que le damier de 1 024 x 1 024 cases privé d'une
case peut éire pavé par des triminos.

Arithmétique 11
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l.a

1.b

lie

1.d

le

Wi, "~ —

*eOna:12=(—4)x(-3);

énoncer en lerme

xy < v

Résoudre dans M2 le systome : [x +y=4

ay=1

Résoudre dans Z* le systéme : { s y=—4

Démontrer par récurrence que pour toul entier
naturel non nul n, on a:

12+22+32+'“+n1=ﬂ[n'l-l:il:zﬂ-l-:l] )

Démontrer par récurrence que pour loul entier
naturel non nul n, on a : n! = 271,

Effectuer la division euclidienne de a par b
dans chacun des cas suivants.

* a=59 el b=18

*aq=-59 el b=18

mommmm  Définition et propriétés

Définition

Soit a et b deux entiers relatifs.
On dit que a est un multiple de b s'il existe un entier relatif k tel que : a = kb.
Si de plus b # 0, on dit que b est un diviseur de a ou que b divise a.

| Exemples
*Ona:143=11x13;

1.f

l.g

1.h

13 et 11 divisent 143.

— 4 divise 12,

B emargues

e Tout entier relatif est multiple de 1 et - 1.
1 et — 1 divisent tout entier relatif.

e 0 est multiple de tout entier relatif.

Tout entier relatif non nul divise 0, mais 0 ne divise aucun entier relatif.

e Lorsque b # 0, a est multiple de b (ou b divise a) si et seulement si le reste de la division euclidienne

de a par b est nul.

entiers relatifs non nuls.

12 Arithmétigue
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donc : 12 est mulliple de — 4 ;

o =59 el bh=-18
s g ==59 el =-—18
sqg=6941 et b=2358
-{;:358 el b =06 941,

Déterminer I'entier naturel qui, divisé par 23,
pour reste 1 et qui, divisé par 17, a le méme

quotient et pour reste 13.

ficrire en base deux chacun des nombres sui-
vanls : 9; 17 ; 205 ; 864.

fcrire en base dix chacun des nombres sui-
—_— _——-2
vants : 1011 ; 7101701

Y Divisibilit¢ dans 7 .

2.1 Multiples et diviseurs d'un entier relatif

done : 143 est multiple de 11 et de 13 ;

Les propriétés suivanles SEmt présentées en termes de diviseurs. Nous laissons au lecteur le soin de les
s de multiples. Selon le contexte, I'une ou l'autre de ces deux formes pourra étre utilisée.

Soit a et b deux
Gi b divise a, alors : bl < lal.



Démonstration

Si b divise a, alors il existe un entier relatif non nul g tel que : a = bg.
Ona:1¢g |q| :donc: |b| < | bl lq|
C'est-a-dire : |b| < |al.

Propriétés 2 |

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs (=0, b = 0).

(1) a divise a.

(2) Si adivise b et b divise a, alors a=b ou a=-b.
(3) Si a divise b et b divise ¢, alors a divise ¢,

Démonstration

(1) et (3) découlent immédiatement de la définition de la divisibilité.

(2) D’aprés la propriété 1, a divise b= |al < || et bdivisea= |b| < |al;
donc : (a divise b et b divise a) = |ﬂ! = |bl.

Propriete 3 | :

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs (a = 0).
Si a divise b et ¢, alors pour tous entiers relalifs p et g, a divise pb + gc.

On dit encore que a divise toute combinaison linéaire de b et ¢ dans Z. f
Cette propriété découle immédiatement de la définition de la divisibiliié. /
Exemples

» La somme ou la différence de deux entiers relatifs pairs est un entier relatif pair.
» Le produit d'un entier relatif par un entier relatif pair est un entier relatif pair.

pommsm Ensemble des multiples d'vn entier relafif

Soit b un entier relatif.
Les multiples de b sont les nombres : ..., bx (- 2),bx (-1),bx0,bx1,bXx 2, ...
Ces nombres sont de la farme : ble, ou k € Z.

N otation

L'ensemble des multiples de b (b € Z) est noté bZ.

Exemples
* 3Z=1{..;-9;-6;-3;0;3;6;9;..] e 12=12
.*—zz={.u:_E;-4;-2:0:2:4;ﬁ:n-:' .D‘E=IDI'

Remarque

Pour tout entier relatif b, (bZ, +) est un groupe commutatif.

pmmmmma  Ensemble des diviseurs d'un entier relatif

Notation

Soit a un entier relatif.
On note : %(a) I'ensemble des diviseurs de a.

Exemples
e Y4)=(-4;-2;-1;1;2;4) e (1) =[-1;1)
e Gj(-6)=(-6;-3;-2;-1;1;2;3;6] s G(0)=2Z*.

Remarque

Pour tout entier relatif @ non nul, @(a) est un ensemble fini non vide.

Arithmétique 13
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2.2, Congruence modulo n (n € N¥)
mummmm Définition et propriétés immédiates

Définition

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers ralaﬁ.fs-l .
On dit que a est congru & b modulo n si a - b est un multiple de .

On écrit :a=b [n].

Exemples
*54=4(10) ; e-81=0[9] ; e9=-1[10] ; <*-5=217)

BQMBI’QUBS

*a=0[n] & amultipleden;
*a=D[n] & a-bmultipleden ;
* si r désigne le reste de la division euclidienne de a par n, alors :a=r [n].

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définitnn.
Proprietés

Soit n un entier naturel non nul, a, b et c trois entiers relatifs. ol
*a=a[n) (la relation de congruence modulo n est reﬂe?m:e)

| S * Sia=b[n], alors b = a [n] (la relation de congruence modulo n est symétrique)
*Sia=b([n]etb=c(r],alorsa=c[n] (larelation de congruence modulo n est transitive).

mommmm Autres propriétés

Propriétéil] S TR

i =

divisions

| Soit n un entier naturel non nul, a et o’ deux entiers relatifs, r et r* les restes respectifs des
euclidiennes de a et ¢’ par n.
Ona:a=a’[nle r=r,

Démonstration

Désignons par g et g” les quotients respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n.
Onsaitque: a=ng+r et 0Sr<n ; a’=ng’+r' et 0<r <n,

Donc:a-a'=b-bn+r—-r' avec —n<r-r'<n.

On en déduitque:a=a'[n] ¢ a—a’ mullipleden
< r-r'multiple de n
& r—r'=10,

Propriétés 2

Soit n un entier naturel non nul et a, a’, b, b’ quatre entiers relatifs,
*Si a=a’[n] et b=Db'[n], alors a+b=a’+ )’ [n],
*Si a=a’[n] et b=b"[n], alors axb=a’'xb’ [m].

On dit que la congruence modulo n est compatible avec Paddition et I multiplication dans 7,

Démonstration

e Ona: (a'+b)—(a+bl=(a"-a)+(b'-b);
donc: (a'-a€nZ et b'-bEnZ) = (a’'+p)

e Ona: [a’xb']—[axbj=b'(ﬂ‘-a)+a[b‘_b]:
donc: (a'—-a€nZ et b'—-bEnZ) = (@ %b) ~(axb) & nz.

-la+b)E nz.
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Remarque

Si k est un entier naturel non nul, ona :a=a’ [n] = a*=a* [n].

Exemples

On considére les nombres a et b tels que : @ = 137 et b = 73.
Déterminer les restes des divisions euclidiennes de a + b, ab, 3a — 2b et a* + 3b? par 25.
Ona:a=12[25]eth=-2 [25].
*Ona:a+b=10]25).

Or:0<10 < 25 ; donc 10 est le reste de la division euclidienne de a + b par 25.
*Ona:ab=-24(25]:donc:ab=1][25].

Or:0<1<25;donc 1 est le reste de la division euclidienne de ab par 25.
*Ona:3a-2b=40(25)]; donc: 3a - 2b =15 [25].

Or:0<15 < 25 ; donc 15 est le reste de la division euclidienne de 3a — 2b par 25.
*Ona:a®+ 3b% =120 [25] ; donc : a® + 357 = 20 [25].

Or: 0 <20 < 25 ; donc 20 est le reste de la division de a® + 3b° par 25.

—2.3. Utilisations des congruences

memesam Deéterminations de restes

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 72 %2 par 9.
Ona: 7°=11[9] ; 7'=7[9] ; 72=4[9] ; 73=1[9]
2002 =3 x667 +1.
Donc : (77)5%7 x 7 = 1887 x 7 [9] ; c'est-a-dire : 72992 = 7 [9].
Or: 0<7<9;donc?7 est le reste de la division euclidienne de 72 %% par 9.

2. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5" par 3.
Ona: 5°=1[3)] ; s’=2[3] ; 5*=1[3]

eSin=2k(k€N),ona: (5)=1%[3] ; donc: 5" =1 [3].

eSin=2k+1(kEN),ona; (5 x5=1%x45(3); donc: 5" =2 [3].

smmmmm Démonstrations de propriétés

1. Soit n un entier naturel. Démontrer que n(n* - 1) est multiple de 5.
On distingue cinq cas :n=0[5],n=1(5],... , n=4 [5]. M n
Les résultats sont regroupés dans le tableau de congruences ci-contre. ——

On en déduit que n(n" — 1) est multiple de 5. _ lT nt—1

nn

| k| O

o | =
oo
=] =||lb

1) |

2. Soit n un enlier naturel.
1°) Démontrer que le reste de la division euclidienne de n* par 8 est 0, 1 ou 4.
2°) En déduire que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sonl pas la somme de trois carrés parfaits.

1°) On distingue huitcas: n=0[8), n=1[8], ... ,n=7 [B]. o

Les résultats sonl regroupés dans le lableau do congruences ci-contre, | 7 [0|1[2|3[4[5]6][7
On en déduit que le reste de la division euclidienne de n* par 8 est 0, 1 ntlol1lal1l0(1]a]1
ou 4. =

2°) L'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois carrés parfaits
est le méme que l'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois
éléments de (0 ; 1 ; 4).

Le tableau ci-dessous regroupe les restes possibles :

la, b, €)|(0, 0, 0}|(0, 0, 1)|(0, 0, 4)|(0, 1, 1)|(0, 1, 4)|(0, 4, 4){(1, 1, 1)((1, 1, 4)|(1, 4, 4)|(4. 4, 4)
reste 0 1 4 2 5 0 3 6 1 4

On en déduit que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.

Arnthmetigue 15
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“Rnmmm Congruences particuliéres

Les criteres de divisibilité par 2, 3, 4 ,5, 9 et 11 ont été utilisés au collége. Nous allons, grice qyy

¥ congruences, démontrer ces résultats et les généraliser a lo détermination des restes de certaines dijy;.
sions.

l Dans cette partie, x désigne un entier naturel non nul et m sain Boutturs; dkpbals
Ona:x=a0°+ a, 10" + .. +a10 +a,

1. Congruences modulo 5
a) Démontrer que : x = a, [5].
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325.

a)Ona:10=0[5]; don, pour tout entier naturel k non nul : 10¥=0 [5].
\ On en déduit que : a,107 + @107 + ... + a,10' + a, = a, [5].
b) Les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, Z et 0.

2. Congruences modulo 4 et modulo 25

i a) Démontrer que : x=aa, [4] et x =a,a, [25). .
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 4 el 25 de 1 826, 3 252 et 27 325.
aJOna:10°=0[4) et 10%=0 [25];
donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal 4 2 : 10=0 [4] et 10*=0 [25].
On en déduit que : @107 + a 107 + .. + a,10' + q; = a,10' + a, [4]

et : a,107 + @, 107! + ... + a,10" + a; = a,10" + q,, [25].
b) Les restes des divisions euclidiennes par 4 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont res pectivement 2, D et 1.
Les restes des divisions euclidiennes par 25 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0.

3. Congruences modulo 9 et 3
‘| a) Démontrer que : x Eéﬂﬂk [9] et x Eéuak 31,
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 9 et 3 de 1 826, 3 252 et 27 325.

a)Ona:10=1[9] et 10=1[3];
donc, pour tout entier naturel k : 10% =1 [9] et 10¢=1 [3].

, On en déduit que : a,10" + a, 1077 + ... + a,10' + aq, = ég"k (9]
P
1 et : a,10? + @, 107 + ., +a,10" + a, = ;{'ﬁ“k [3].

b)Ona:1826=1+8+2+6[9]; donc le reste de la division de 1 826 par 9 esl 8.

De méme, les restes des divisions euclidiennes par 9 de 3 252 st 27 325 sont re

sic spectivement 3 et 1.
Les restes des divisions euclidiennes par 3 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont resp

eclivement 2, 0 gt 1.

4. Congruences modulo 11

a) Démontrer que : x Eéﬂ{— 1)fa, [11].

b) Déterminer les restes de la division euclidienne par 11 de 1 826, 3 252 et 27 325
a)On a: 10 =-1 [11] ; donc, pour tout entier naturel k : 10% = (= 1) [11].

On en déduit que : @107+ @, 107 + ... 4+ a,10' + g, = kf;l— 1, [11).

bjOna:1826=-1+8-2+6[11]; donc le reste de la division euclidienne de 1 826 par 11 est 0
De méme, les restes des divisions euclidiennes par 11 de 3 252 at 27 325 sont respeclivernent 7 el 1
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WE X T CICOS Bt i o AT A o

2.0 Combien y a-t-il de multiples de 11 compris 2.f  Sans effectuer la division euclidienne, vérifier

entre— 1 000 et 1 000 7 que 23 157 est divisible par 9.
. 2b Déterminer I ivi
- Lousanihledin divises.on 40, 2.g Déterminer les couples (x ; y) de chiffres tels
2.c Détﬂrmmer les entiers naturels n et p tels que : que le nombre d'écriture décimale 724xy soit
- pt =28 multiple de 9.
2.d Démontr : 2%
_ o N =1 [al. 2.h  Ssoit @, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
2.e Soitn el d deux entiers relatifs non nuls tels 1. Démontrer que si be divise a, alors b divise
que d divise n. a et ¢ divise a.
Démonlrer que pour tous enliers relatifs a el b 2. La réciprogue est-glle vraie 7

ocna:a=bn]j=a=hb[d.

-' —3.1. PPCM de deux entiers relatifs

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et A I'ensemble des entiers naturels non nuls appartenant

aZ N bZ.
|ab| € A ; donc A, partie non vide de N, admet un plus pent élement

Smt aeth deux enliers ralauﬁ; non nuls.
On appelle plus petit commun multiple de a et b, et on note PPCM(a ; b), le plus petit élément stric-

tement positif de aZ N bZ.

Exemples”

*Ona: 12Z ={...:—24:-12;0;12;24;36;48;60;72;84;96;..)
16Z =1(...;—32;-16;0;16;32;48;64;80;96;...)
122N 16Z=(...:—48;0;48;96;...].

Donc : PPCM(12 ; 16) =

= Déterminer le PPCM de 5 et 7.
Les multiples strictement positifs de 7 sont dans 'ordre croissant : 7 ; 14 ; 21 ;28 ; 35 ...

Le plus petit d’entre eux qui est multiple de 5 est 35 ; donc : PPCM(S 7)=35:

Remarques

e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PPCMf{a ; b) = PPCM(|al ; |bl).
Dans une recherche de PPCM, on peut donc se ramener & la recherche du PPCM de deux entiers natu-

rels non nuls.
e Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : Max(a ; b) < PPCM{a ; b) < ab.

e Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : PPCMfa ; b)=a < a € bZ.

= e s
Propriété. 1

1
- e A
Soit a et b deux enhera naturels non nuls et p leur PP(:M
On a:aZ N bZ = uZ.

I¥émonstration

s Soit k un élément de pZ,
k est multiple de p et p est multiple de a et de b ; donc k est multiple de a et de b.

- Tout multiple de p est multiple de a et de b ; donc # pZ C aZ N bZ.
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* Soit k un élément de aZ N bZ. | . : tr=
Eéﬁigﬂﬂm par g et r le quotient et le reste de la division a%l%hggme de k parji;ona:r=k-uq.
et i sont des multiples communs 2 @ et b ; donc : 1 € : : ir=
De plus, p est le plus petit 6l6ment strictement positif de aZ 1 bZet0<r<p;donc:r=0.

On en déduit que : k € pzZ.
Donc : aZ N bZ C pZ.
*Ona:uZ CaZ NbZ et aZ N bZ C Z ; donc : 2 = aZ N bZ.

Exemple
PPCM(12:16) =48 et 12Z N 167 = 487Z.

Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls.
On a : PPCM(ka ; kb) = kPPCM(a ; b).

Démonstration

Posons : p=PPCM(a;b) et i, = PPCM (ka ; kb).

* 1l existe deux entiers naturels non nuls a’ et b’ tels que : p = aa’ et = bb".
Ona: kp=kaa'et ky = kbb'.

kp est un multiple commun a ka et kb ; donc : kp 2 .

* 1l existe deux entiers naturels non nuls @” et b” tels que : , = kaa” et y; = kbb".
Ona:aa”=bb"; aa” est un multiple commun & a et b, donc : aa” 2 |,

On en déduit que ; p, > kp.

*Ona:ky=p, ety =k Donc: PPCM(ka ; kb) = kPPCM(a ; b).

Exemple
PPCM(120 ; 168) = PPCM(24 x 5 ; 24 x 7) = 24 x PPCM(5 ; 7) = 24 x 35 = 840.

—3.2. PGCD de deux entiers relatifs

memmmmm Définition et propriétés
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. . ;
L'ensemble des diviseurs communs a a et b, noté %(a ; b), contient 1 et esl fini. Il admet donc un plus

grand élément, strictement positif.

| gt B ) i 2

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On appelle plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a ; b), le plus grand élément de

S(a ; b).

Exemples

*Ona: D(24)=[-24;-12;-8;-6;-4;-3;-2;-1;0;1:2;3;4;6;8;12;24)
' 9(30) ={-30;-15;-10;-6;-5;-3;-2,~1;0;1;2;3;5:6;10;15; 30)
@(24;30)={-6;-3;-2;-1;0;1;2;3;5;86).

Donc : PGCD(24 ; 30) = 6.

+ Déterminer le PGCD de 5 et 12.

Ona: @5)=(-5;-1;0;1;5]et5 nedivise pas 12.

Donc : PGCD(5 ; 12) = 1.

Remarques

e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PGCD(a ; b) = PGCD(|a|;| b| ).

Dans une recherche de PGCD, on peut donc se ramener a lo recherche du PGCD de deux entiers natu-
rels non nuls.

e Pour tous entiers naturels non nuls a etb, on a : 1 < PGCD(a ; b) < Min(a : b).

e Pour tous entiers naturels non nulsaeth,ona:PGCD(a ;b) =bh = be %la).
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Propriété 1'

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et § leur PGCD.
On a : 9{a ; b) = (5).

D émonstration

* Soit d un élément de @(8).

d divise 8 el & divise a et b ; donc d divise a et b.

Tout diviseur de 8 divise a et b ; donc : @(8) C D(a ; b).

» Soit d un élément de %(a ; b).

Désignons par L le PPCM de d et §; ona: 865 )

a est multiple de d et de 8, donc a est multiple de p. De méme b est multiple de p.
pdiviseaetb; donc: u<4a..

On a : PPCM(d ; §) = 8. Donc d divise § ; c'est-a-dire : d € D(d).

* On en déduit que : @(a ; b) = B(B).

Exemple
PGCD(24 ; 30) =6 et B(24 ; 30) = 9(6).

Propriéte 2 Siatesauteie

rgd .-.:,..-'}_......-.-;_;..r_.l.‘f-'!! ¢

Soit a, b eLk trois entiers naturels non nuls.
On a : PGCD(ka ; kb) = kPGCD(a ; b).

Démonstration

Posons : & = PGCD(a ; b) et &, = PGCD(ka ; kb).

» 1] existe deux entiers naturels non nuls @’ et b’ tels que : @ = 8a’ et b = 8b".
Ona: ka = kéa’ et kb = kdb’. :

k& divise ka et kb, donc k6 divise 8,.

1l existe un entier naturel non nul g tel que : 8, = gic8 [1).

« 1l existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : ka =8 a" et kb=25b".
Ona: a=qda”etb=qdb"; qb divise aet b, donc: gd < &. :
On en déduit que : ¢ = 1.

» En remplagant g par 1 dans (1), on obtient : PGCD(ka ; Ib) = kPGCD(a ; b).

Exemple
On a : PGCD(205 ; 492) = PGCD(41 x 5 ; 41 x 12) = 41 x PGCD(5 ; 12) = 41.

R -
A E Ly At L e K . EdL)

e i on ., I P o AN
B

Un entier relatif m est multiple de 3 si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
m = au + bv.
1l revient au méme de dire que : 8Z = {au + by, (u ; v) € Z4).

Démonstration

* Soit u et v deux entiers relatifs.

au et bv sont multiples de 8, donc au + bv est multiple de 8.

* Considérons I'ensemble A des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme au + bv (u € Z,
vEZ).Ona:a=ax1+bx0;donc:a € A.

A est une partie non vide de N, elle admet donc un plus petit élément p.

Il existe deux entiers relatifs u’ et v’ tels que : p = au' + bv",

Effectuons la division euclidienne de a par p ; on obtient : a = pq + r, avec0<r <p.
Donc:r=all - qu’) + bl- qv") ; r est de la forme : au + bv.

Si r était non nul, il serait un élément de A strictement inférieur & p, Donc : r = 0 et p divise a.
De méme p divise b ; donc p divise 8.

Or, p est multiple de 8 ; donc : p = 8.
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* Soit m un multiple de 8.

Il existe un entier relatif k tel que : m = kb ; donc : m = a(ku) + b{kv’).
Exemple

Ona : PGCD(205 ; 492) = 41 ot 82 € 412 ;

donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 82 = 205u + 492v.
En effet : 82 = 205 x (- 2) + 492 x 1 ou 82 = 205 x 10 + 492 X (~ 4).

mEEmmm Algorithme d’Euclide
Propriétés 1 '
Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par p,
* Sir=0, alors 9(a; b) = B(b) * Sir#0,alors @(a;b)=2(b; ).

Démonstration

*Sir=0,alorsa= bg et le résultat est immédial.

* Sir#0,alors a =bg+r avecO<r<bh.

= On a : a combinaison linéaire de b et r dans Z ; donc tout diviseur de b et r est un diviseur de a.
On en déduit que : Gi(bh 1 1) C Da; b).

~Deplus:r=a-bg;cest-d-dire : r combinaison linéaire de a et b dans Z.

Donc tout diviseur de a et b est un diviseur de r,

On en déduit que :%(a; b) C Db ;).

Soit @ et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de par b.
*Si r=0, alors PGCD(a ; b) = b *Si r#0, alors PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r).

D'émonstration

On utilise les propriétés précédentes.
* Sir=0, les ensembles %(a ; b) et B(b) sont égaux et onl le méme plus grand élément.
Donc : PGCD(a ; b) = b,

* Sir+#0, les ensembles 3(a ; b) et G(b ; r) sont égaux et ont le méme plus grand élément,
Donc : PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r).

Exemple
Nous avons vu que : PGCD(492 ; 205) = 41,

— Or: 492 = 205 X 2 + 82 ; donc 82 est le reste de la division euclidienne de 492 par 205,
On obtient : PGCD(492 ; 205) = PGCD(205 ; 82).

— De méme : 205 = 82 x 2 + 41 ; donc 41 est le reste de la division euclidienne de 205 par a2
On obtient cette fois : PGCD(205 ; 82) = PGCD(82 ; 41) = 41.

On déduit de ce qui précede une nouvelle méthode de recherche du PGCD, appelée algorithme d'Euclide.

Pour déterminer le PGCD de deux entiers naturels ¢ et b tels

. . : que @ > b > 0, on peut effectuer
les divisions euclidiennes successives suivantes :

* division de a par b, pourobtenir a=bhxq +r,  (avec @< re< b ;

e division de b par ry, pour obtenir b = ToXqy + 1, (avec p< r,<r,<b);

* division de r, par r;, pour obtenir r, = FXay +, (avec 0< T, <T,<ry<bhb):
- e

La suite (r,), positive et strictement décroissante, s'annule aprés un nomb

; : re fini de divisions
euclidiennes et le dernier reste non nul obteny est 6gal & PGCD(q ; b),
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Exemple

Déterminer le PGCD de 304 939 et 151 097.
Pasons : § = PGCD(304 939 ; 151 097).

* 304939 =151097 x2 + 2745 ; donc : § = PGCD(151 097 ; 2 745),
* 151 097 =2 745 x 55 + 122 : donc : § = PGCD(2 745 ; 122).

* 2745 =122x%22 +61; donc : 8 = PGCD(122 ; 61).

. 122 =61x%x2+0: donc : & = 61.

dividende |304 939(151 087| 2 745 122
diviseur |151 097| 2 745 122 61
reste 2745 122 61 0

On adopte généralement la disposition pratique
ci-contre.

_3.3... Nombres premiers entre eux

come Defmmon et proprleies

Definition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Les seuls diviseurs communs de a et b sont alors 1 et - 1.

Exemples

* Ona:PCCD(4:17) =1 ; donc 4 et 17 sont premiers entre eux.
* 60 et 135 sonl tous les deux divisibJes par 3 ; donc ils ne sont pas premiers entre eux.

emarque

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun @ a ef b.
Ona:a=da’, b=db’ et PGCD(a ; b) = d PGCDfa’ ; b’).
d est le PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre eux.

Theoreme de Bezout!'
Soit a el b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
au + bv =1,

Ce théoréme est une conséquence de la propriété 3, établie au §3.2.

Exemples

*Ona:49x54 + 115 x (- 23) =1 ; donc : PGCD(49 ; 115) = 1.
* Deux entiers consécutifs non nuls n el n + 1 sont premiers entre eux.
Eneffel, ona:nx(-1)+n+1)x1=1,

Théoreme de' Gauss®2 =
Soil a, b el ¢ trois entiers relatifs non nuls,
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Démonstration

Il existe trois entiers relatifs k, u et v tels que : be = ka et au + by = 1.
On a : auc + bve = ¢ ; donc : alue + kv) = c.
On en déduit que a divise .

1 Liienne Bézoul, mathématicien frangais - 1730 - 1783
2 Carl Friedricl Gauss, mathématicien, physicien et astronome allemand - 1777 . 1855,
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Exemple

Résoudre dans Z2 I'équation (E) : 2x - 5y = 0.

* Soit (x ; y) une solution de (E). On a : 2x = 5y. :

2 divise 5y et est premier avec 5 ; donc, d’aprés le théoréme de Gauss, 2 divise y.
1l E)Cist?l un entier relatif k tel que : y = 2k.

On en déduit que : x = 5k, i o

* Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (5k ; 2k) est solution de (E).
* L'ensemble des solutions de (E) est donc : {(5k ; 2k}, k € Z).

Conséquences A
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

* Si a et b sont premiers entre eux et si a et ¢ sont premiers entre eux, alors a et bc sont premiers
entre eux.

* Sia et b divisent c et si a et b sont premiers entre eux, _3101'5 ab divise c.
* Si a et b sont premiers entre eux, alors : PPCM(a ; b) = ab.

Démonstration

* 1l existe quatre entiers relatifs u, v, u’, v’ tels que : au +bv =1et au” + cv"= 1. ; )
En multipliant membre 2 membre ces deux égalités, on obtient : a(uau’+ ucv’ + bvu’) + be(vo) = 1.
Donc a est premier avec be.

* 1l existe un entier relatif a’ tel que : ¢ = aa’. ) , ,
b divise aa’ et est premier avec a ; donc il existe un entier relatif b’ tel que : a” = bb',
On en déduit que : ¢ = abb’; donc ab divise c,

* a et b divisent PPCM(a ; b), a et b sont premiers entre eux ; donc ab divise PPCM(a ; b).
ab est multiple de a et de b, donc ab est multiple de PPCM(a ; b).
On en déduit que : PPCM(a ; b) = ab.

Propriete L, wi - VN S SRR - |
Soit n un entier naturel non nul et a, b, ¢ trois entiers relatifs (a = 0).
Si a est premier avec n et si ab = ac [n], alors b = ¢ [n].

Démonstration

Ona : ab=ac[n] & alb-c)EnZ.

n divise a(b — ¢] et est premier avec a, donc n divise b — c.

On en déduit que tb=cn].

mmmmmmm Relation enire le PGCD et le PPCM de deux entiers

(Propritey s sk R e

- W e

naturels

“
TR ey 7 B
3 ax A = =
ey z‘p"l‘__‘J i . .- = e L
—— i e :

Soit a et b deux ‘entiers naturels non nuls, § leur PGCD et p leur PPCM,
On a: du = ab.

[Démonstration

Les entiers relatifs a’ et b” tels que a = §a’ et b = §b’ sont sirsilats srize s
Donc : PPCM(a ; b) = PPCM(a’; b') = 8a’b’",

On en déduit que : 8y = ab.
Exemple

Déterminer le PPCM de 304 939 et 151 097,
On a vu que : PGCD(304 939 ; 151 097) = 61 ;

304 939 x 151 097
donc : PPCM(304 939 ; 151 097) = =97 _ 755 333 003,
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—aa.d. Exemples d'utilisation

mummmm Détermination des coefficients d’une égalité de Bézout
1. Démontrer, en utilisant I'algorithme d'Euclide, que 564 et 271 sont premiers entre eux.
2. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 2710 = 1.

Solution

1. Ona: 564 =271x2+ 22 ; donc : PGCD(564 ; 271) = PGCD(271 ; 22).
Ona: 271 =22x12+7 : donc : PGCD(271 ; 22) = PGCD(22 ; 7).
Ona: 22 =7%3+1 : donec : PGCD(22 ; 7) = PGCD(7 ; 1) = 1.

Les nombres 564 et 271 sont premiers entre eux.
2. Utilisons les divisions euclidiennes précédentes, de la dernigre 2 la premiére.
Ona: 1 =22+7x(-3)
=22 + (271 - 22 x12) x (- 3)
=271 % (-3) + 22 x37
=271 % (- 3) + (564 — 271 x 2) x 37
=564 %37 + 271 x (- 77).
On peut donc prendre : (u ; v) = (37 ; - 77).

mmmmmm Equations du type ax + by = ¢

D'apres la propriété 3 §3.2, une équation d’inconnue (x ; y) dans 72 du type ax + by = ¢, a des solutions
si et seulement si c est multiple du PGCD de a et b. '

On se propose de résoudre dans Z? I'équation (E) : 34x - 15y = 2.

1. Résoudre dans Z? P'équation (E') : 3dx - 15y = 0.

2. Déterminer une solution (x, ; y,) de (E).

3. Résoudre (E).

Solution

1. Soit (x ; y) une solutien de (E’). On a : 34x = 15y,

15 divise 34x et est premier avec 34 ; donc, d'aprés le théoréme de Gauss, 15 divise x.
Il existe un entier relatif k tel que : x = 15k.

On en déduit que : y = 34k.
Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (15k ; 34k) est solution de (E’).

L’ensemble des solutions de (E') est donc : {(15k ; 34k), k € Z].

2. On remarque que : 4 X34 =136 et 9x15=135;donc:34x8-15x18=2.
On peut prendre : (x, : y,) = (8 ; 18).

3. Soit (x;y) un couple d'entiers relatifs.

Ona: 34r—15y=0 & 34(x+ x)) - 15[y + y,) = 2.

On en déduit que les solutions de (E) sont les couples (x +x;, ; y + y,) o (x ; y) est solution de (E’).
L'ensemble des solutions de (E) est donc : [(15/ + 8 ; 34k + 18), k & 7).

LS

smEmmmm Systemes
, 5 L fx=-1[34]
1. Résoudre dans Z le systéme (S,) : L_ = 1[15]

Solution _ '
Soit x une solution de (S,). I existe deux enliers relatifs p et g tels que : v =34p—1etx =15g + 1.

On en déduit que : 34p — 15¢ = 2.

D’aprés 1'étude précédente, il existe un entier relatif ke tel que : (p; q) = (15k + 8 ; 34k + 18).
Réciproquement, soit k un entier relatif.

Posons : x = 34(15k + 8] - 1.

Ona: x=-1[34]) et x=1[15].

L'ensemble des solutions de (S,) est donc : {510k + 271, k € Z|.

[A noter qu’on obtient le méme résultat en posant : x = 15(34k + 18) + 1.]

2. Résoudre dans N le systeme (5,) : | PCCPT | s;‘l: 12
Solution il e
FGCDEx;yl =12 ﬁ{ PGCDR’; y) =1 .
x+ =60 b _

Onobtient: x'=1 et y'=4 ; x'=2 et y'=3 ; x'=3 et y'=2 ; x'=4et y'=1
L'ensemble des solutions de (S,) est donc : (12 ;'48), (24 ; 36), (36 ; 24), (48 ; 12)).
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3.a Déterminer le PPCM des entiers relatifs a et b 3d Dé:_r}ontrllle:' q;::n;i:;;: :tl:;ﬂ:ufis impairs congé. ]
dans chacun des cas suivants. cutifs sont p .
* a=48 et b=12
e e ay Bow 3.e A l'aide du théordme de Bézout, démoptre,
v a=15 at b:21 que:VnEZ,PGCD[2H+1;3n+1]=L
* a=160 t b=200. . . .
) 3f Démnntr:r ?lufg letpél?d.u.t]i 1dna: tn:uBs entiers rels.
i u est divisible par 6.
3b Déterminer le PGCD des entiers relatifs a et b tifs conséc P
dans chacun des cas suivants. ' .
e @=98 ot heedd 3.9 Dans chacun des cas suivants, déterminer |
V=il o basi PGCD des entiers relatifs a et b, puis en déduy;.
*a=-75 gt b=-135 iuleinzi’PCM s
*a=132 e b=-96 ill
) * a=7300 et b=750
: =1 386 et b=548
3. Alaide de l'algorithme d'Euclide, déterminer : . =-3015 et b=3975
le PGCD de 2 867 et 3 431. a=- = ‘

—24.1. Généralités

mEmmmm Définition et propriété

Deéfinition . &5 ORI O3S0 e

o

S

On dit qu'un entier naturel p est premier s'il posséde exactement deux diviseurs posilifs : 1 et p.

e e e T

Exemples

®2,3,5,7,11 et 13 sont des nombres premiers.
® 12 et 49 ne sont pas des nombres premiers,
Remarques

¢ 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers.
* Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux

T ——
5 T T ————— =

e

— 2 S —
= - * 3 L
N e e
EEE—— “.

Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 |

admet au moins un diviseur premier,

D'émonstration

Considérons 1'ensemble A défini Par:A=ld e gMn), d> 2}.
n € A ; donc A, partie non vide de N, admet yy plus petit élément
Le nombre p, comme tous les éléments de A, est un opy i

24 Arithmétique



memmmm L'ensemble des nombres premiers

L'algorithme suivant, d a Eratosthéne de Cyréne (276-194 av. ].-C.), permet de déterminer les nombres
premiers inférieurs & un nombre donné n. On écrit les entiers naturels successifs compris entre 1 et n,

* On barre 1 qui n'est pas premier. 1 o 3

o o 5 . 7 B 8| 18
* Le nombre 2 est premier. On barre N [ 4] 13 | | 45| 4| 17 | 48| 19 | 90
tous les multiples de 2 autres que 2. 29| 92| 23 | 24| 95| 26| 27| 28| 29 | 386
Le premier nombre non barg ost |1 2Z | 25 | 3 [ 35| 36| 37 [ 26| 39| 46

- es
3' qui est donc PIEijI. 41 —4"‘2-— "3 MJ H A5 4? .A'B.- ﬂ- &0
SV | 52| 53 | 54| 55| 56| 57| 58| 59 | 40
On barre tous les multiples de 3 61 | 62| 63| b4 | 65 | 667 | 67 | 68| 65| J0
il M| 32| 73 | 34| 35| 26| 37| 78| 19 | 80
* On itere le procédé jusquala fin | 81| 82| 83 | 84| 85| 86| 87 | 88| 89 | 90
du tableau. 91| 99°| 93| 94| 95| 96°| 97 | 98| 99| 100

Proprieté’ T A3

Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration

Supposons qu'il n’existe qu'un noembre fini de nombres premiers distincts notés p,, p,, ... , p, et
considérons le nombre n défini par: n=p, xp,x...x p, + 1.

D’apres la propriété précédente, n admet au moins un diviseur premier p.

Donc p est I'un des nombres p,, p,, ..., p,.

On en déduit que p divise n — p, x p, x ... x p,, c’est-a-dire 1.

Ce qui est contradictoire avec le fait que p est premier.

Il existe donc une infinité de nombres premiers.

Remarque

Depuis I'Antiquilé, les mathématiciens s'interrogent sur la répartition des nombres premiers. Est-elle
réguliére ? Présenle-t-elle des particularités ?

* Jacques Hodamard o démontré en 1896 qu'il y a environ Jﬁ nombres premiers inférieurs a n et que

cette approximaltion est d'autant plus précise que n est grand.

* En 1963, Stanislas Ulam place les enliers naturels en spirale, comme I'indique la figure
ci-contre, puis noircil les cases des nombres non premiers.

1l obtient une constellation présentant des alignements surprenants, appelée spirale
d'Ulam (cf. introduction du chapitre).

* Le plus grand nombre premier connu, depuis 1998, esl ; 21021377 _

‘Propriéte 2 R AT R R

Tout entier naturel n, autre que 0 et 1 et non premier, admet au moins un diviseur premier d tel que :
1<d?*sn 4

Démonstration

Si n est un entier naturel non premier, autre que 0 et 1, il admet au moins un diviseur strictement
compris entre 1 et n. Notons d le plus petit d’entre eux.
Ona:n=dxd,avecl1<d<d';donc:1<d*<n,

De plus d est premier (sinon il ne serail pas le plus petit diviseur strictement positif de n).

Celte propriété fournil un critére d'arrét lorsqu’on cherche & savoir si un entier naturel est premier.

Arithmétique 25
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N e e T

143 | Pour détermin ar,a?ah Rt Rt n est premier, on essaie delo ﬂ‘“mP m"“““h“mbms
o | pmmza:s £ .ﬁm_ﬁ ‘551 aucun de ces nombres ne divise n, on peut dire que n est premm

L.,.'-_.— & e L e i e s e e T e el e s e T T O
Exemple

|
il
Démontrer que 137 est un nombre premier.
Ona: /137 = 11,704,

|
. ‘ 2 ¥
137 n'est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11 ; de plus, 13 > 13
Donc 137 est un nombre premier. '

~4.2.. Décomposition en produit de facteurs premiers

1 mRmmmm Théoréme fondamental

Considérons I'entier naturel 14 394 744. n——

Il peut se décomposer en produil de facteurs premiers ; en effet : 14 394 744 = 2% x 32 x 7 134,
| Plus généralement, nous admettons le théoréme fondamental suivant.
Théoréme: 1= VRS '

Soit n entier nature] (n22).
* I existe des nombres premiers p,, p,, ..., p, et des entiers naturels non nuls Olys Qs ooy 0 Lels que ;
n=p,MX pl2x,..x pl et Py<P;< . <y
* Cette décomposition est unique.
Exemple 4872 | 2
Pour décomposer 4 872 en produil de facteurs premiers, f ;35 E
; on peut utiliser la disposition pratique ci-contre. 609 .
. On obtient : 4 872 = 23 x 3 7'y 29,
203 7
29| 29
i3, bk 1
mRmmm Exemples d'utilisation
1. Détermination de PPCM et de PGCD
Déterminer le PPCM et Je PGCD de 700 et 18 375.
' Solution: ‘
Ona: 700= 22x5¥%x7 et 18 375 =3 x5 x 72,
Donec: PPCM(700 : 18 375) =22 x 3 %5372 = 73 500,
| PGCD(700 ; 18 375)=52x7 = 175,
2. Détermination de Pensemble des diviseurs positifs d'un entjer naturel
l a) Quel est le nombre de diviseurs positifs de 14 553 7
’ b) Déterminer I'ensemble & deg diviseurs positifs de 14 553,
| Solution
a)Ona:14 553 =3% x 72 x 11,
Les diviseurs positifs de 14 553 sont Jes nombres qui peuven| s'fcrire sous |a forme 3% x 78 117, o
a€{0:1;2:3LBE(0;1;2)etye (0,1},

Le nombre de diviseurs positifs de 14

b) Chague diviseur positif de 14 553 eg
par chacune des trois lignes du tablea

On en déduit que les diviseurs

553 esldunc:4x3x2=24.

tle produit de
u ci-contre,

positifs de 14 553 sont -

3 nombres, raison d'un

1x1x1 1x1x11 - 1x7x%x1 1x7x11 1x49 %1 1x
49 x 11
Ix1x1 Ix1x11 Ix7x1 Ix7x11 dx49x1 Ix49%x11
9x1x1 Ox1x11 Ix7x1 IX7Tx11 9%x49x1 9x49x%x11
27 x1x1 27 x1x11 27x7x%x1 27 x7 %11 27 %49 x1 27 x 49 % 11,
Donc : §B=I1:3;7:9:11:21;27:33:49:63:??:39;147;1&9:231:29?;441;539;693;1323;
1617 ;2079 ; 4 851 ; 14 553).
F
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—4.3. Travaux dirigés

mammmm Le petit théoréeme de Fermap®
Soit p un nombre premier.

1°) a) Démontrer que pour tout entier naturel i strictement compris entre 0 et p, CL est multiple de p.
b) En déduire que pour tous entiers relatifs a et b, on a : (@ + b)P = a? + b? [p).

2°) aj) Démlfnlrer que:Va€N,a?=a|pl
b) En déduire que pour tout entier naturel @ premier avec p,ona:a”=1|[pl

Solution
1
1)o)Ona:C < £ _ . P = -1 | S
P ﬂ[.l’:"—f]! 7 x (i-l}l(p—f]!_?c 1.IZIIIIIIIC._.l_!:lcﬂ_j—I'.Cﬁ..
p divise iC:, et est premier avec i ; dong CL est multiple de p.
bjOna:(a+bP=a?+ (:E:C:’aibp—t) + b,

1 4
Or: E'Cpa‘bf"‘sﬂ [p] : donc : (a + b)? = a? + b? [p].

(p-1)! P

2°) a) Pour tout entier naturel a, considérons la proposition P(a) : « a? =a [p] ».
+ P(0) est vraie,

» Soit k un entier naturel.

Si P(k) est vraie, on a: K’ =k [p).

Or, d'aprés la question précédente, on a : (k + 1) = k? + 1P [p].

Donc: (k + 1)? =k + 1 [p] ; c'est-a-dire : P(k + 1) est vraie.

On en déduit que P(a) est vraie pour tout entier naturel a.

b} Soit a un entier naturel premier avec p.
Ona:axa”P'=ax1|[p]l;donc:a”'=1 [p].

Les propriétés démontrées a la question 2 sont connues sous le nom de pelit théoréme de Fermat.

WE XCTCICOS Brr A i s o

4.0 Vérifier si les nombres suivants sont premiers : 4.e En utilisant la décomposition en produit de

103 ; 119; 137 ; 211 facteurs premiers, dresser la liste des diviseurs
des nombres suivants : 90 ; 120 ; 245.
4b a) Pour toul entier naturel n non multiple de 5,
% ier 7

le nombre 6n + 5 est-il PTm“:' L i . 4}  Dans chacun des cas suivants, décomposer a et
b.: Pour tout f;ﬂ‘mf TRy 18 nambee b en produits de facteurs premiers et détermi-
SR AL AL pramuer § ner leur PGCD et leur PPCM,

4.c Décomposer en produil de facteurs premiers *a=4312 o b=6776
les nombres suivanls ; 120 ; 126 ; 336 ; 735. *a=28665 el b=412375.

4.d En utilisant la décomposition en produil de 49

facteurs premiers, meltre les [fraclions sui-
vanles sous forme irréductible :

495 . 780 . 918

315 ' 204 ' 1242°

3 Pierre de Fermal, mathémalicien frangais - 1601 - 1665.
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Décomposer 1 925 et 6 860 en produil de fac-
leurs premiers, puis calculer :

51 3

7925 " 5860

Arithmetique 27
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Exercices

APPRENTISSAGE

Raisonnement
par récurrence

1 Démontrer que pour tout entier naturel n non
nul,ona: '

b) 3 k(k + 1)(k + 2) = 2t 11[n4+ 2)(n+3)

2 Démontrer que pour tout entier naturel n non

nul,ona:
_ [m=1)n(n + 1)
a) élk[n -k = —
1 n !

k=1k[k+1}=n+1 !

k=1 __
¢l jglircz =(n—-1)2n4 1,

. 3 Démontrer que pour lout entier naturel n supé-
rieur ou €gal 4 5,on a: 2" > 5(n + 1),

¥4 Démontrer que n droites du plan déterminent
au niaximum ﬂ";—ll + 1 régions.

g&; Soit a et b deux nombres réels.
a)Dé

montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 2
2,ona:

a"—b" = (a—b)(a™ + a™h + ... + ab"? 4+ 1;’*'1].
b) En déduire que pour tout entier n impair et supérieur
42, ona:

a+ b= (a + b}(a"™ 1 = am2h 4 .., — g2 + b1),

I es ensembles N et 7

6 Résoudre dans 22 le systéme : {ﬁ'f;gl: 4"

7 Effectuer la division euclidienne de @ par b °

dans chacun des cas suivanls.

sg="—2372 et b=44

* q=735 et b=-412
«g=—235 et b=-17
® ¢ =50 764 et b =327,

8 La division euclidienne de 900 par un entjer
naturel b a pour quotient 14 et pour reste r. Quelles sont
les valeurs possibles de b et r 7

9 Déterminer les entiers naturels n dont la divi-
sion euclidienne par 16'a un reste égal au carré du quo-

__’J.ianff'

10 Soit q et r le quotient et le reste de la division
euclidienne d’un enlier naturel a par un entier nature)
b. Sachant que a + b + r = 3 025 el g = 50, rétablir |4
division.

28 Arithmétique
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11 Ecrire en base deux les nombres suivans .
85 ;104 ; 3 607, -
12 fcrire dans le systéme décimal les nombyeg

guivants, écrits en base deux : "
10110° ; 111000° ; 10101010" ; 1101000112,

13 fcrire 2° - 1 en base deux.

14 b est un entier naturel supérieur 1.

Ecrire (b + 1)? en base b.
(On distinguera deux cas :b=2eth # 2.)

M\ultiples et diviseurs

15 Résoudre dans Z I'équation : x? =—1 [5].

16 Résoudre dans Z I'équation :
2 —3r+4=0][7]

17 Démontrer que la somme des cubes de trois
entiers relatifs consécutifs est divisible par 9.

18 1, Déterminer, suivant les valeurs de I'entier
naturel n, le reste de la division euclidienne par 7 du
nombre A=n*—n+ 1.

2. En déduire les entiers n tels que le nombre A spit
divisible par 7.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne par 7
du nombre B=(27532-2753+1.

19 Démontrer que pour tous entiers naturels a,b
ele,ona: a®+ b+ c*=0[7] = abe=0 [7].

20 1. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de 111999 par 7.
2. Plus généralement, déterminer suivant les valeurs de

I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de
11" par 7. . '

21 Déterminer les entiers relatifs n tels que la

fraction ’::"’ 7rsnil.un entier relatif,

22 Démontrer

Que pour tout entier naturel n, le
nombre n(2n + 1)(7n

+ 1) est divisible par 2 et par 3.

23 p et ¢ sont deux entiers naturels inférieurs ou

Trouver ce nombre

—10
° WP b) 943 ppp™°
c) @pqapp d) g pap".
24 4,

ey Un nombre s'écrit X43y dans le systéme

Déterminer Tety



25 Dsmontrer que pour lout entier naturel n. on a :
a) 34 2me divisible par 7
b) gnt! 4 204 divisible par 11
c) 10"+ 10" + 1 divisible par 111.
(On pourra faire un rmsannement par récurrence:)

26 Démontrer que pour lout entier naturel n, on a :

a) 5*"-3" divisible par 11
b) ?f‘ -1 divisible par 6
c) 3-—zn divisible par 7

") 3 x 5Al 4 2304 divisible par 17.
(On pourra utiliser les congruences.)

27 Soit n un entier non divisible par 7,
Démontrer que 1'un des nombres n® — 1 et n? + 1 est
divisible par 7.

28 Soit n un entier naturel,

1. Quels sonl les resles possibles de la division eucli-
dienne de n* par 5 7
2. Démontrer que n® - niest divisible par 5.

29 Soit n un entier naturel.
1. Délerminer suivant les valeurs de n/le reste de la
division euclidienne de 7" par 10.
2. Dans le systéme décimal, déterminer suivant les
valeurs de n le chiffre des unités du nombre :
A=14T7+T7 74 37"

30 Quels sont les entiers naturels n pour lesquels
15 % 3" - 3 est divisible par 7 ?

31 Démontrer que parmi cing entiers relatifs, on
peul toujours en choisir trois dont la somme est divi-
sible par 3.

PGCD et PPCM
Nombres premiers entre eux

3% Déterminer le PPCM des entiers a el b dans
chacun des cas suivants.
*a=24 . et
* a=180 et

b=56 '
b = 450.

33 Déterminer le PGCD des entiers a et.h dans
chacun des cas suivants,

® =48 el bh=32

= g=1 640 el b =492
=168 el bh=2160

* a= 343 el h=1225.

34 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu-
rels tels que : PGCD(a ; b) =7 et a + b =105.

35 Déterminer le PGCD des entiers a et b dans
chacun des cas suivants.

* a=1455 el b =335

= a=3604 el b= 4452

= a=13 860 et b= 4438

= q=7323 232 el b =232 323.

36 Déterminer le PPCM des enliers a et b dans
chacun des cas suivanls.
* gq=162 el
® g =f974 el

b=252
b=9287.
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37 Résoudre dans N? les systémes suivanls.

PGCD(x ; y) = 354 PPCM(x : y) = 168.
ﬂ}{x+y=5!‘iﬁq y b‘,{.rxyr-lgﬂﬂ

38, Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on

-désigne par p leur PPCM et par & leur PGCD.

1. Délerminer les couples {a ; b) d'enliers naturels lels
gue : 2u + 38 =11

2. Dresser la liste des diviseurs de 108.

Délerminer les couples (a ; b) d'entiers naturels tels que:
p—35=108 el 10 <§<15. .

39 1. Quels sont les entiers naturels dont le carré

est un diviseur de 1998 7

2. Pour lout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne

par p leur PPCM el par 8 leur PGCD.

Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels que :
p? — 356 = 1998.

80 Démontrer que pour toul entier naturel n, ona:
* n¥n?-1) divigible par 12 ;
e n¥n'-1) divisible par 60 ;
s pnlnt-1) divisible par 42.

&1 Démontrer que les fractions suivantes sont.
irréductibles.

n 7n +3
al TR (ne Z) b) —e (n € 2Z)

n Zu[n +1)
c) = (n e Z\|=1]) d) TS (n e Z). -

42 Démontrer que si la fraction - esl irréduc-
tible, il en est de méme pour les fractions : %

a+b ab a+bh ath?
ab a® + b? a® + ab + b* at + b?

43 1. Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n
tels que n + 2 divise 2n — 1.
2, Démontrer que pour tout entier relatif n, les nombres
n+ 2 et 2n* + 3n = 1 sont premiers entre eux.
3. En déduire les entiers relatifs n pour lesquels la frac-
(2r-1)(2n* +3n-1) St

tion 7= 2)(n v 2] est un entier relatif.

&4 1. Résoudre dans Z? |'équation (E) :

2x—3y=0.
2. Délerminer dans Z* une solution de l'équation (E) :
x-3y=13

3. Résoudre, (E),
&5 Résoudre dans 72 I'équation : x + 11y = 203.

86 1. En utilisant I'algorithme d’Euclide, déter-
miner deux enliers naturels x et y tels que :
45x — 28y = 1.
2. Résoudre dans Z* I'équation (E) : 45x - 28y = 1.
3. Résoudre dans Z° |'équation (E') : 45x — 28y = 6.

&7 Un entier naturel n a :
- pour resfe 5 dans la division euclidienne pay 8
— pour reste 3 dans la division euclidienne par 11.
Quel est le reste de la division euclidienne de n par 88

88 Résoudre dans Z le systéme _f: 1 3'
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Nombres premiers ' =32
89 Veérifier si los nombres suivants sont pre-
miers : 649 ; 1 001 ; 1 999 ; 71 487 ; 257 323.

~~__ 30 Démontrer que si n est un entier naturel supé-
Eéiﬁ--qt: ¢gal 2 3, alors n? + 4n — 5 est un nombre qui
n'est jaiais premier.

51 SoitA = 1001,
1. Quelle est la puissance de 2 dans la facterisation de
A7
2. Par combien de zéros A se lermine-t-il 7

52 Déterminer les enliers naturels n tels que :
a) PPCM(n ; 6) = 96 ; b) PPCM(n:72) = 216,
53 Déterminer 'entier naturel n tel que :
B00<n<1100 el PGCD(n ; 630) = 105.
S e g A, Phoedn, 6) = L
53 Quel est le plus petit enfier naturel ayant 15
diviseurs positifs ?

55 Déterminer les enliers nalurels, écrits avec

deux chiffres, dont le nombre de diviseurs est le plus
grand possible.

56 Déterminer I'ensemble des entiers nalurels n

tels que n, n + 2, n + 6, n+8 n+12el n + 14 soient
premiers.

57 Déterminer 'entier naturel n, écril avec 4
chiffres, tel que les restes des divisions euclidiennes de
39 818 et 62 566 par n sont respecltivemenl 37 et 53,

58 Démontrer qu'un entier naturel n posséde un
nombre impair de diviseurs positifs si et seulement si n
est un carré parfait,

59 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers natu-
rels tels que : PPCM(a;b) =504 el a+ b =135,

60 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers natu-
rels tels que : PGCD(a ; b) = 42 el PPCM(a : b) = 1 680.

61 1. Décomposer 469 en produit de facteurs pre-
miers. . ;
2. Résoudre dans R? 1'équation ) -yt = 460,
¢ T ir

APPROFONDISSEMENT:

" 62 Soit a,'b et c trois enliers naturels non nuls,
Démontrer que siab <c,alors:a+ b<e,

63 On se propose de résoudre dans Z I'équation
(E) : x2=—1 [25].
1. Démontrer que (E) se raméne & chercher des nombres
x tels que : x* = 49 + 25k (k € Z).
2. Résoudre alors 1'équation (E).

64 Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Démontrer que : PGCD(13a + 8b; 5a + 3b) = PGCD(a ; b), l
£ : YN ."I1
B Soil n un entierrelatif. ' . B )
Démui?rml:ue si 11 ne divise pas (n — 4), alors .[2’1 +3)

et (n + 7) sont premiers entre eux.

30 Arithmétique

204 m, de telle sorte qu'il y ait un arbre 3 chaque

._Telatifs,

66 On veut planter des arbreg sur |e .
. : : périméu
d'un terrain triangulaire de cétés 132 m, 156 ©
; e
met du triangle et que les arbres soient éga]emenl :;Jln-
cés. Quel est le nombre minimum d’arbyeg que PPa-
pourra planter si l'on veut que la distance entre deu
arbres soit exprimeée en un nombre entier de Mitreg .:,“‘

67 On dispose de dix poids, dont Jeg Masses pg
pectives sont 1, 2, 2%, 23, ... , 2% et 2% grammeyg. i
1, Quelle est la masse maximale M que |’op Peut qu;.
librer sur une balance avec ces dix poids 7
2. Démontrer que tout objel, dont la magse est g
nombre entier de grammes inférieur ou égal 3 M, peyt
étre équilibré avec ces dix poids.

68 A l'aide de deux seaux dont les capacités gp
litres sont C, el G,, on veut mettre exactement 1 litre
d’eau dans une cilerne que I'on peut remplir oy vider 3
volonlé,

1. Est-ce possible lorsque C, = 7 et C, = 4 7
Lorsque G, =6etC,=47?
2. Etud.ierﬁe cas général,

69 L. plan est muni du repére (0, 1, J).

Soit p et g deux —|—TT
enliers naturels non I—q [ Fﬂ
nuls et M le point de ! |

coordonnées (p ; g). P
Délerminer, en [onc- |
tion de p et q, le Jrd
nombre de points du pd i
segment [OM] dont [ | [ ]
les coordonnées sont 5[] [ | ]
des gntiers naturels.

b o

'E

70 Soit a, b et e trois entiers naturels tels que :
a’+ b=l
Démontrer que abe est divisible par 60.

.7_1 On désigne par p(n) le nombre d’entiers natu-
rels inférieurs & n et premiers avec n.

1. Calculer @(5), o(13), 9(15), ¢(3B).
2. p el g sont deux nombres premiers distincts. Calculer

2lp), 9lpq), 9(p2).

72 Soil (x,) et (y,) les suites définies par :
f=3y,=1

1. Démontrer par récurrence. que les points M_ de coor-

données (x, ; Y,) sont sur la droite (%) d'équa?iﬂﬂ '
2xr-y-5=p,

2. En déduire X, .1 en fonction de x,.

3. Démontrer que (x) et (y,) sont des suites d'entiers

4. Soit n un entier naturel,

. 9) Démontrer que X, est divisible par 5 si et seulement

siy, est divisible par 5.
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b) Démontrer que si x, et y, ne sont pas divisibles par 78 On se propose de résoudre dans N? I'équation

5, alors ils sont premiers entre eux. . (E) : 55 - 4% = 4.
5, g) Démontrer par récurrence que : 1. Vérifier que (1; 1) est solution de (E). -
M€ Nx,=2"+1. . Dans la suite du probléme, on suppose que x st diffé-
b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise x, si rent de 1.
ot mu]emﬂ.ﬂ 6l 5 divisex,,. 2. L'objet de cette question est de démontrer que x esl
¢) En déduire les valeurs de n pour lesquelles x, et y, pair
sont divisibles par 5. a) Quels sont les entiers naturels n tels que : n* = 5[[31] ?
i impair, alors 55— 4* =5 [8).
¢ 73 On considére les nombres A et B tels que : g‘{ gji?ﬁ::m gl a5l g, X8
.‘\:105"“2-&10!'““+'i 3'01] Pmﬂ:x=2m[mEN,-
B=10%"+10%4+10°+1 ([n€EN). a) Démontrer que (E) est équivalente a :
1. Vérifierque: 10°-1=9x111; (5m — y)(5™ + y) = 2™
10° +1=7x11x13. b) En déduire qu'il existe deux entiers p et g tels que :
2, Démontrer que : §m—y =27 el 5m 4 y = 29, avec p+q=4am
+ ¥ n €N, A est divisible par 111 ; p=1
» si n est impair, alors A est divisible par 7 et par 13. ¢j Déduire de 3. b) que : { g=4m-1
3. a) Si n est impair, démontrer que B est divisible par 5m =1 4 42m1
7,11et13. _ En déduire que :m £ 1.
b) Si n est pair, déterminer le reste de la division eucli- (On pourra faire un raisonnem ent par l'absurde.)
diénne de B:par 7,31, 13 et 111. 4. Déterminer les solutions de (E).
74 1. Résoudre dans Z* I'équation : 79 On se propose de déterminer tous les entiers
; bolc-p =3, ; relaufsktelsquek‘+k3+k=+k+lsoituncarré par- °
2. Soit (u,) et (v,) les suites arithmétiques définies par: fait.
U, =3, U;=2 Unposa:q"=k*‘+k—"+k2+k+1{qEZl.
: YnEN, U, =u,+991 . 1. Etablir les égalités suivantes :
YneEN,uv,, =uv,+661 aq® = (2% + k)? + 3k* + 4k + 4 (1)
Déterminer tous les couples (p-; g) d’entiers naturels ag? = (2k* + k + 1 = (k= 3)k +1) (2)
inférieurs a 2 000, tels que : u, = v, aq? = (2k? + k + 2)* - 5k* (3).
ol . , ] 2. Déduire de (1) et (3) que :
2 A 75 Soit a ré.};;ldrzjzans F:I; I'équation . (2K2 + k)? < 4g° < (2K% + K + 212
A 11522 - 7y* = 9. : . ;
. 1.0)Démontrer que dans le systeme décimal, le dernier 3. Déduire de la question 2. que :
% chiffre d’'un carré est 1, 4, 5, 6 ou 9. 4 = (2k2 + k+ 1) (4)
' b) En déduire que 7y* + 9 n'est pas divisible par 5. ou
4q® = (2k* + k + 2)* (5).

2. Résoudre 1'équation (E).
4. Déterminer les valeurs de k en considérant les éga-

76 Soit & résoudre dans Z? I'équation lités (2) et (4), (3) et (5).

(E) : 3x% + 3x + 7 = y.
B0 1. Soil p el g deux entiers relatifs premiers

, 1. Vérifier que (E) est équivalente a : ! ;
3 +x+2) =y -1 entre eux, n un entier naturel non nul.
2. Résoudre I'équation (E). § Démontrer que p el ¢" sonl premiers enlre eux.
A 2. Soil P(x) = ax" + ... + a.x + @, un polyndme A coef-

(On pourra distinguer 3 cas :

y=0/[3], y=1[3] et y=2/3l) ficients entiers relalifs admettant une racine rationnel-

le {:— (p et g sont des entiers relatifs premiers entre eux).

77 On désigne par P I'ensemble des entiers natu-
rels premiers. On se propose de résoudre dans P?

I'équation (E) x* — y* = pqg, oi p el g sonl deux enliers
- nalurels premiers.
iy 1, Etudier le cas ol p = g = 2.

2. Etudier lecasot g =2 el p > 2.
81 1. Soit n un entier naturel congru a 3 modulo 4.

3. o) On suppose que : 2 < q < .
« Démonltrer que y est nécessairement égal a 2. Démontrer que n admet un diviseur premier congru a 3

Démontrer que p divise a, et g divise a,.

3, Facloriser le polynome : 3x% + 7. + Tx + 4.

4. Résoudre dans @ 1'équation : el
127 - 12 v+ T —1=0.

» En déduire que si p — q # 4, (E) n’a pas de solution. modulo 4. ,
b) On suppose que : p— g = 4. (On pourra remarquer qu'un produit de nombres f
Démontrer que si (x ; 2) est solution de (E), alors les congrus é 1 modulo 4 8st congru 4 1 modulo 4.)
nombres ¢, x et p forment une suite arithmétique de rai- 2. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres pre- /
san 2, : miers congrus a 3 modulo 4.
En déduire que (E) n'a de solution que siq =3 et p=7. {On pourra utiliser un nombre n de la forme 2 x p!-1.) -
{On pourra ¢ i /

5 démontrer que pour toul entier a, Lun des 8% On appelle nombre triangulaire tout entier

trois nombres n, n + 2, n + 4 est divisible par 3.)
Quelle est la solution de (E) dans ce cas 7

naturel qui peut s'écrire sous la lorme = 5“ (e € M.

ll b1
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1. Démontrer que si n est la somme de deux nombres
triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés.
2. Etudier la réciproque.

83 Nombres amiables - Nombres parfaits
1. On appelle diviseur strict d'un entier naturel n tout
diviseur de n positif et autre que lui-méme.
Déterminer les diviseurs stricts de 220.
2. On appelle nombres amiables deux entiers naturels

tels que chacun d'eux est égal & la somme des diviseurs
stricts de I'autre,
Vérifier que : 220 et 284 sont amiables ;

17 296 et 18 416 sont amiables,

3. On appelle nombre parfait tout entier naturel égal a
la somme de ses diviseurs stricts (c*est-A-dire amiable
avec lui-méme),

a) Le nombre 28 est-il parfait 7

b) Déterminer un nombre premier p tel que 2%p soit un
nombre parfait.

c) Soit n et p deux entiers naturels, tels que p soit pre-
mier. Quelle doit tre I'expression de P en fonction de
n pour que 2"p soit parfait 7

Dresser la liste des nombres parfaits de cette forme,
pour n < 10.

84 Nombres de Mersenne
1. Soit @ et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux
4 2. Démontrer que si a" — 1 est premier, alors a = 2 et
n est premier.
2. On appelle nombre de Mersenne, tout entier naturel
M, de la forme M, = 2" — 1, o n est un entier nature]
premier. :
a) Vérifier que M,, M,, M, et M, sont premiers.
b) Qu'en est-il de M, ?

Le Pére Marin Mersenne (1556-1648) fut le premier &

tenter de dresser la liste des nombres premiers de lo
forme 2n - 1,
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Mdes g Ui :

11 Ie fit, avec quelques erreurs, jusqu’a n = 25 7
On sait aujourd’hui que, jusqu'd n = 5 pgp, pn _
premier lorsque n prend I'une des valeurs g
3,5, 7 13, 17, 19, 31, 61, 88, 107, 127, 521
2203, 2281,3217, 4253 el 4423,

Le plus grand nombre de Mersenne premje, conny
depuis 1998 est 2" - 1, avec n = 3 021 377

* 1 egy
mmﬂie; :2

85 Nombres de Fermat
On appelle nombre de Fermat tout entier nature] f s
la forme F, = 22" + 1, ol n est un entier nature] "
1. a) Calculer F, F,, F, et F,,.
Vérifier que ces nombres sont premiers.
b} Vérifier que F; est divisible par 641.
2, Démontrerque : V€N, F  =(F -1)2+1,
3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naty.
rel n strictement supérieur 4 1, I'écriture décimale de F
se termine par 7. (On pourra utiliser les congruences.,)
4. Soit k un entier naturel non nul.
a) En posant a = 2*", démontrer que :
2k
Fo—2 _a"-1 -
. a+1
b) En déduire que F, divise F_,, — 2.

5. Déduire de la question précédente que deux nombres
de Fermat distincts sont premiers entre eux.

86 Des urnes et des billes
Trois urnes contiennent des billes. Chaque urne est suf-
fisamment grande pour contenir la totalité des billes. La
seule opération autorisée est de doubler le nombre de
billes contenues dans une urne en prélevant des billes
dans une autre,
Démontrer qu'il est possible, quel que soit la configura-

tion initiale, d'obtenir une configuration ou 1'une des
urnes est vide.



