B ARYCENTRE

Introduction

Nous disposons de plusieurs outils pour aborder les problémes
de géométrie : les configurations, le calcul vectoriel, I'outil analy-
tique et les transformations. L'outil barycentire vient s‘ajouter & ce
riche répertoire. Il permet de résoudre certains problémes de
réduction d'une somme de vecteurs, d’alignement de points, de
concours de droifes et de recherche de lieux géométriques.

}.I{l systéeme en équilibre
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—1.1.. Premieres notions

mEmmmm |ntroduction

= =]

Soit le systéme constitué par une tige AB de masse négligeable portant A
a ses extrémités deux masses m, et my. Comment doit-on poser la tige

sur un pointeau pour qu'elle reste en équilibre :

* lorsque m, = my 7

* lorsque m, = 2my ? mg
* lorsque my = 3m, ?

g ln]

En faisa‘nt varier les masses m, et my, on constate, dans chaque cas,
que la tige reste en équilibre lorsque le pointeau se trouve en un point
G, situé entre A et B, tel que : my X GA =mp x GB ;

¥ ¥ —
c'est-a-dire : m,GA+ muGB = 0.

En physique, on dit que G est le centre de gravité du systéme. En mathématiques, on dit que G est le
barycentre des points A et B affectés respectivement des coefficients m, et my.

meemmmm Théoréme et définitions

Soit A, B deux points du plan et a, b deux nombres réels.
Si a + b = 0, alors il existe un seul point G tel que :aﬁ+ I:Eﬁ:ﬁ

Démonstration
a{‘ﬁ-rh@:—u" = [a+b](§3+bﬂ_§=?
o  AG= AB,
. b & a+b
On pose : u= —- AB.

— B
On sait que, étant donnés un point A et un vecteur u , il existe un point G unique tel que : AG=u.

E emarque

— — — ~— = —
Si a + b est nul, alors a et b sont oppasés et : aGA + bGB = 0 & aGA-aGB= 0
& aBA=0.

On distingue deux cas : _» -
e sia=0ou A =B, alors tout point G du plan vérifie I'égalité : aGA + bGB =BP;
e 5i a # 0 et A # B, alors aucun point du plan ne vérifie cette égalité.

Définitions | |
"+ On appelle point pondéré tout couple (A,a) ol A est un point et @ un nombre réel ; a est appelé

coefficient du point A. _

« Soit (A,a) et (B,b) deux points pondérés tels que: a + b % 0,

On appelle barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b) l'unique point G tel que : aGA + bGE = 0.
A[B _
a|b|’

On note : G = bar{(A,a), (B.b)] ou G = bar

6 Barycentre

!canned by CamScanner



Remargues
« On retiendra également de la démonstration du théoréme précédent que G est'le barycentre de (A,a) et
A_ﬁ ; cette égalité permel en particulier la construction du point G.

e b
(B,b) si et seulement si AG = —F
« Si A et B sont distincts, alors G appartient a la droite (AB).

eSiA=B alors G=A.

Exemples . .
e Le barycenr:a des points pondérés (A,2) et (B,3) est le point G tel que : ;
G = ?AB
» Le barycentre ] des points pondérés (C,2) et (D,~1) est le symétrique de D J C D
par rapport & C. En effet, 2JC-JD = 0 < CJ=-CD. : | .
: e e

» Le barycentre de (E,1) et (F,1) est le milieu [ du segment [EF]
—_— > —
En effet, IE+ IF = 0.

1.2, Propriétés

pomemmm Homogénéité
Le barycentre de deux points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par un

' méme nombre réel non nul.
- — —r
= kaGA + kbGB = D.

En effet, pour tout nombre réel k non nul : aGA +bGBE=0

memm=m  Ensemble des barycentres de deux points distincts
Un point G est barycentre de deux points A et B s'il existe un couple (a,b) de nombres réels tel que G

soit le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,D).
Théoréme

1- Soit A et B deux points distincts du plan.
‘LI.’ensemhle des barycentres des points A et B est la droite (AB).

Démonstration
* On a vu que si G est barycentre de deux points distincts A et B, alors G appartient a la droite (AB)

* Réciproquement, soit G un point de la droite (AB).
Il existe un nombre réel k tel que : AG = kAB, ou encore : AG = (_‘,l_—:cf]_h’_; AB

G est done le barycentre de (A,1 - k] et (B,k).

[ | Bour demontror I'égalité de dewx ensembles E et F, on peut procéder par double inclusion
(E=F) = (EcFetFcE).

Exemple
Dans la démonstration précédente :
E est I'ensemble des barycentres des points A et B ;

F est la droite (AB).

culi
A est le barycentre des points pondeérés (A,1) et (B,0). B est le barycentre des points pondérés (A,0) et (B,1).

Barycentre 7
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mummmm Réduction de la somme aMA + bMB

Soit (A,a) et (B,b) des points pondérés. Pour tout point M du plan
~*si a+b=0,alors um+bhﬁ=(a+blhﬁrﬂﬁﬁt13hmcmm
* si a + b =0, alors le vecteur aMA +b MB est indépendant du ?ninF_M- :

des points pondérés (Aa) et (B,b) ;

Démonstration

. 5iﬂ+b10.ﬂumaﬁ+bﬁ=u(@+ﬁ]+b(ﬁé+GBl
—» — —
=(a+b) MG + (aGA + bGB)

—
= (a + b) MG.
e Sia+b=0,alorsa=-b
— —> — e
et aMA + bMB  =-bMA + bMB
= bAB.

Le vecteur aMA + bMB est indépendant du point M.

mmmemmn  Coordonnées du barycentre

Le plan est muni du repére (O, i, 7).

On considére les points A(_zi ) et B(i). On désigne par G le barycentre des points pondérés (A~ 2) et (B,5).

* Exprimer OG en fonction de OA et OB,
« Calculer les coordonnées du point G.

'Le plan est muni du repére (0, i, j). jax, + bxy
i A[%a), B(™8) etsiGestleb tre de (A,a) et (B, axb
Si (yﬂ) (yﬂ)e si G est le barycen e (A,a) et (B,b), alors G ay, + byg

a+b

Démonstration guidée

« En appliquant la propriété précédente au point O, vérifier que : 0G = = 1 b (@OA + bOB).

¢ Conclure.

mmpmmm Conservation du barycentre par projection

On sait que la projection conserve le milieu ; le théoréme suivant généralise cette propriété

Le projeté du barycentre de deux points pondérés est le barycentre des projetés de ces deux points
affectés des mémes coefficients.

On dit que la projection conserve le barycentre,

8 Barycentre




Démonstration guidée "
Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et G', (a)
A', B’ les images respectives de G, A, B par la projection sur S
une droile () parallélement a une droite (A).
On munit le plan d"un repére (O, 1, ]) tel que :

(01) = (@) et (O] = (A).

Sait (xy, y,) et (xy yg) les coordonnées respectives des
points A et B dans le repére (O, 1, J).

* Déterminer les coordonnées de G, A, B' et G’ en fonction J
de xy, Y, Xp L Yy

 Vérifier que G’ est le barycentre des points pondérés _
(A,a) et (B",D). o] TN

(D)

G'/ [

—1.3. Travaux dirigés

1. Une construction vectorielle du barycentre de deux points pondérés

Soit A, B deux points distincts du plan et a, b deux nombres réels non nuls.
M étant un | point El,,'.’ plan n'appartenant pas a la droite (AB), on considére le point M' tel que :

MM’ = aMA + b MB.
—_—
1°) Démontrer que M et M' sont deux points distincts et exprimer le vecteur MM’ en fonction des vecteurs

MA et AB.

2°) On suppose a + b # 0.
a) Démontrer que les droites (AB) et (MM') sont sécantes en un point G, barycentre des points pondérés

(A,a) et (B,D).

b) Application 3
Conslruire le point G,, barycentre de (A,-2) et (B,5), puis le point G,, barycentre de (A, Y ) et (B,1).

Solution
1°) M n'appartenant pas a la droite (AB) et les nombres réels a, b étant non nuls, les vecteurs aMA et
L —

bMB ne sont pas colinéaires. Le vecteur MM’ n'est donc pas nul et M = M".
M_]\}J' = GH}L + bﬁﬁ

= (a + b)MA + bAB.
2°) On suppose a + b # 0.

— = b
a)On a: (a + b) MA = MM' — bAB. _ .
— —r 2 p ; ) . .
Les vecteurs MM’ et AB ne sont pas colinéaires, sinon le vecteur non nul (a + b)MA serait colinéaire & AB,

ce qui est impossible car M n’appartient pas a la droite (AB) ; les droites (AB) et (MM’) sont donc sécantes.
Désignons par G le barycentruj_es poi_nrts pandérés_iﬂ.a] et (B,b).

On sait que : G e (AB) et aMA + bMB = (a + b)MG.

D'ols : MM’ = (@ + b)MG et Ge (MM).

Les droites (AB) et (MM’) sont sécantes en G.

b) Les figures ci-dessous indiquent la construction des points G, et G, :

Barycentre 9 i
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3 A
g
. M” tel que
e H
* On construit le point M’ tel que : ’ ?n constrult le pomt h
i 0 s
MM’ = — 2MA + 5MB. MM ———MA+MB
rsection de (AB) et (MM"),

* G, est le point d'inte

* G, est le point d'intersection de (AB) et (MM).

A.a) et (B,b). Discuter, suivant les valeurs des

EEEESEE 2. Soit G le barycentre des points pondérés (A,
rt aux points AetB.

coefficients a et b, la position de G par rappo

Solution guidée
* En utilisant |'égalité aGA + bGB =0 (1), justifier que : lal GA
» Déduire de (1) que :
— si ab > 0, alors G appartient au segment [AB] privé des poin

_sia=0,alorsG=B;sib=0,alorsG=A;
_ si ab <0, alors G appartient au complémentaire du segment

= I[Jl GB {2]- |

ts AetB;

[AB] dans la droite (AB).

« Déduire de (2) que G est plus proche du point quia le plus grand coefficient en valeur absolue.

« Vérifier que I'on obtient les résultats suivants :

G G G G

B e 3 + t + + e

A B A B A B A B |
ab < 0 et |a] > b ab > 0 et |al > || ab > 0 et |a| < |b| ab < 0 et |a] < b .

e xercices s s

!
| ]
1.a Soit deux points A et B. On considére le point Construire le point G, barycentre des points 1
G, barycenlre des points pundé_r_n_ips [A,2222) et pondérés (A,2) et (B,3). (
(B,3333). Exﬁimer le vecteur AG en fonction Construire le point G’, barycentre des p oirits
du vecteur AB. Pﬂndél‘és [ﬂ,—- 1] ot [513]
1 b A, B et G sont des points tels que : AG =7 A_ﬁ le Ecrire chaque point comme le barycentre des (
Déterminer un couple (a,b) de nombres réels tels deux antres dans les deux cas suivants :
que G soit le barycentre des points pondérés A ) C 8
(Aa)et(Bb). H : : .
— K —-lf-
1.c Le plan est muni d'un repére. On considére les I
L
poinis A 4)' B 4) G e barytentis des poliils LE sula figure ci-dessous, placer le barycentre des I
pondérés (A2) et (B,1). Déterminer les coor- points pondérés (A,3) et (B,2). et celui des pointé
données de G. (A~ 3) et (B,13).
e I

1.d Soit deux points AetB.

10 Barycentre
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P onderes o e
—2.1.. Théoreme et définition

Soit (A,a), (B,D) et (C,c) trois points pondérés.
o S — —_—  —
Sia+ b+ c#0, alors il existe un seul point G tel que : aGA + bGB + ¢GC = 0.

Démonstration
— — — =% —5 —
aGA +bGB +¢GC=0 & (a+Db+c)]AG=hAB +cAC
AG=— P _ Afy—0 a6
e Ta+b+c Ta+b+c

Cette derniare égalité justifie 1'existence et I'unicité du point G.

Définition

' Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondéxés tels que : a + b+ ¢ # 0.

. On appelle barycentre des points pondérés (A, a], (B,b) et (C,c) I'unique point G tel que :
'aGA+bGB+cGC D :

On note : G = bar{(A,a), (B,b), (C,c)) Ok G = bar 2 E C '

Rgmargues

* Si I'un des coefficients est nul, par exemple a, alors G est le barycentre de (B,b) et [C.c).
» Cette définition et la remarque précédente se généralisent a 4 points (et plus).

o]

Exemple B
Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points
pondérés (A,3), (B,-2) et (C,1).
Le point G cherché est tel que ; EIGA 2GB +G GG = ﬂ (1).
(1) < HCA ZIGA + AB] +GA + AC =

] ZGA - ZAB + AC 0

= AG = *-AB + ?AC.

On en déduit la construction ci-contre.
2.9, Propriétés

mmmmmm Homogénéité
Propriété

Le barycentre de trois (ou plus) points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients
par un méme nombre réel non nul. s

La démonstration est identique & celle qui a été faite pour deux points.

Barycentre 11
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B emargue

Le barycentre de points pondérés affectés de caefﬁcfents ot
» I'isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment B} s el ARG
» I'isobarycentre de trois points A, B et C non alignés est Je centre de gra o .

: Je centre de ce para élogramme.

» I'isobarycentre des sommets d'un parallélogrammeé est

égaux est appelé isobarycentre de ces poins .

X . bMB + cMC
mmmmmm Réduction de la somme aMA + bMB + ¢
Propriété
Soit (A,a), (B,b) et (C,c) des points pondérés. Pour tout pnini_&'i du plan:
'esi a+b+c#0,alors aMA + bMB + ¢cMC = (a +b +c)MG,

oil G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (Cc) ;
* si a+ b+ c=0, alors le vecteur al\ﬁn+ bhﬁ + ¢MC est indépendant du point M‘

Démonstration
— —_— —_ i — == =
e Sia+b+c#0,alors aMA + bMB +cMC=[a+b+c]I\£E;+aGA+bGB +¢GC
= [ﬂ +b + C]MG

eSia+b+c=0,alors a=-b-c . R
et aMA + bMB + c¢MC = [u_b:C]MA + bMB + eMC
=bAB + cAC.
Dong, le vecteur aMA + bMB + eMC est indépendant du point M.

Comme pour deux points, on déduit de cette propriété les coordonnées du barycentre de trois points.

mmemmm Coordonnées du barycentre

Prop riéfé

‘Le plan est muni du repére (O, 07

'Si AG:. ), B(;:), C(;E) et si G est le barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c),
i ax, + bxg + cxg
i a+b+c
i alors G aya + byﬂ + cYc
a+b+c

pmmemmm Barycentres partiels

ABC est un triangle. Soit G le point défini par I'égalité GA — 3GB + 4GG = g
On désigne par K le barycentre des points (B,-3) et (C,4). g
« ficrire G comme barycentre des points A et K.

« En déduire une construction du point G.

12 Barycentre




Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés tels que:a + b+ c+0eta+ b=0.
Si H est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors bar ((A,a), (B,b), (C,c)| = bar {(H,a + b), (C,c)}.

H est appelé barycentre partiel.

Démonstration s _— b

Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,¢).

Ona:aGA + bGB + ¢GC = 0. \/ |
— —» —

Or: aGA + bGB = (a + b)GH. (Ha +h) (C,c)

Dot : (a + b)GH + ¢GC = 0. \ /
Dong, G est le barycentre de (H,a + b) et (C,c).

Cette méthode de détermination du barycentre peut étre illustrée (Ga+b+e)

par le schéma ci-contre.

Exemple
B

Reprenons l'exemple du § 2.1.
Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points

pondérés (A,3), (B,~2) et (C,1), en utilisant le théordéme des A C
barycentres partiels.
— —
Si H est le barycentre de (A,3) et (B,-2), alors AH = -2AB
G

et G est le barycentre de (C,1) et (H,1), c’est-2-dire le milieu de
[CH].
On en déduit une construction du point H, puis du point G. H

Le théoréme précédent se généralise & un nombre quelconque de points et permet d’établir le point
méthode suivant.

| Pour déterminer le barycentre de plusieurs points pondérés, on peut remplacer cerfains
| d'entre eux par leur barycentre partiel, affecté de la somme de leurs coefficients, & condition

] | que cette somme soit différente de zéro. \

emarque
Soit un triangle ABC et G le barycentre de (A,a}, (B,b] et (C.c). Lorsque a + b # 0, H est barycentre de (A,a)
et (B,b) si et seulement si H est le point d'intersection des droites (AB) et (CG).

9.3, Travaux dirigés

gmmmmm 1. Ensemble des barycentres de trois points non alignés

Soit A, B et C trois points non alignés du plan.
1°) Ftant donné un point G, démontrer qu'il existe un triplet unique (a,b,c) de nombres réels tels que G

soit le barycentre de (A,a), (B,b), (Cc)eta+b+c=1.

2°) Application . )
Déterminer les coefficients a, b et ¢ (a + b + ¢ = 1) pour que G soit le barycentre des points pondérés

(A,a), (B,b) et (C,c) dans les cas suivants :
a) C' est le milieu de [A_BI_] et G est le miliqi de [QE.'] -
b) K est tel que KB = 3KC et G est tel que AK = 4AG.

Barycentre 13
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Solution

1°) Soit a, b et ¢ trois nombres réels tels que : ¢ + b+c=1

— c v
o AL
Jﬂs‘B"'a+!.w+c

(cara.+b+c=1]

G =bar {(A,a), (B,b), (Ce)] & AG= a+b+c

=3 P-;_(E = bfﬂr ¥ CEE
= G(b) dans le repére (A, B, C).

e ! ¥ .
Tout point G du plan admet un couple unique de coordonnes dans le repére (A, B, C), d'oti Vexistence

et I'unicité des nombres réels b et ¢, comme du nombre téel a (a=1~- b-c).

2°) Application

a)Ona:GA +GB =2GC
=-2GC.
— —p

— —
D'oll:GA +GB + 2GC=0.

Donc a, b, ¢ sont proportionnels a 1, 1, 2.

A.insi:a=b=% et c=%.

b) —KB + 3KC =T3’,dunc:3‘fc=-;-[-ﬁﬁ+33?:].

Dr:iﬁ=%ﬁ. ¢

Donc :ﬁ:%{-ﬂ_ﬁ+3§{b§).

Le point G a pour coordonnées [—% .-g—)dans le repére G
{A.B,C].Dauc:a=%.b=—%- ot c= = A B

smmmmmm 2. Centre du cercle inscrit dans un triangle

Soit ABC un triangle. On pose : BC=a,AC=betAB=c.

On désigne par I le barycentre de (A,a), Bb) et (Ce).

1°) Soit P le point de_(’AB] et Q le point de (AC) tels que : AL=AP + AQ.

a) Démontrer que : |AP|| = [AQ.

b) Quelle est la nature du quadrilatére APIQ 7 En déduire que le point I appartient a la bissectrice de
'angle A du triangle ABC.

2°) Démontrer que le point I est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

Solution - %
19) @)Ona:Al= oo A9 T G e ™

Y b — -k C —
Droﬁ:AP=ﬂ+b+CﬂB EtﬁQ—a+b+cﬂG.

g

| —
Dnadnnc=||AP||=“AQJ|=a+b+c'

b) Le quadrilatére APIQ est un losange car cest un
parallélogramme ayant deux cotés consécutifs égaux,

—~ C
3 la bissectrice de l'angle A.

A

I appartient donc
g¢) On démontre de méme que I appartient aux bissectrices des angles B et C ; I est donc le centre dU

cercle inscrit dans le triangle ABC.

4 Barycentré
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mamm=m 3. Centre d'inertie d’une plaque homogeéne

On admet les résultats suivants, utilisés en Physique, concernant les plaques homogénes !

- le centre d'inertie d'une plaque triangulaire est I'isobarycentre de ses sommets ;

- si une plaque admet un centre de syméirie I, ce point est le centre d’inertie de la plaque ;

- si une plaque admet un axe de symétrie, le centre d'inertie de la plaque est un point de cet axe ;

- sf une plaque P est Ju Juxtapesition de deux plaques P, et P,, de centres d'inertie respectifs I et I, et de
masses respectives m, et m,, le centre d'inertie de la plaque P est le barycentre de (1,,m,) et (I,,m,).

Soit ABC un triangle, M et N les milieux respectifs des segments [AB] et [AC).

1°) Vérifier que le quadrilatére MNCB est un trapéze et déterminer le centre d'inertie G de ce trapéze,
considéré comme une plaque homogeéne.

2°) Déterminer l'isobarycentre I des points M, N, C, B. Les points I et G sont-ils confondus ?

3°) Application

Le plan est muni du repére (0, 7, /). On considére les poinlts A(g), B(‘ﬂﬁ) et C(g).

Calculer les coordonnées des points G et 1.

Solution A

1°) Dans le triangle ABC, (MN) est la droite passant par les
milieux des c6tés [AB] et [AC], elle est donc paralléle & la
droite (BC). Ainsi, le quadrilatére MNCB est un trapéze.

Le triangle ABC peut 8tre considéré comme la juxtaposition
de deux plaques homogénes : le triangle AMN et le trapéze
MNCB.

On désigne par ] et K les centres d’inertie respectifs des tri-
angles AMN et ABC, c’est-a-dire leurs centres de gravité, et
par G le centre d’inertie du trapéze MNCB, B C
Le triangle AMN est I'image du triangle ABC par I'homothétie h
de centre A et de rapport — .
D . aire (AMN) _ 1 . aire (AMN) 1

MC e (ABC) 2 ' aire (MNCB) ~ 3
Les plaques AMN, MNCB et ABC sont homogénes, donc leurs masses sont proportionnelles a leurs aires
respectives.
Dong, K est le barycentre des points pondérés (J,1) et (G,3).

— — —r

Ona: A] + 3AG = 4AK (1).
Soit A’ le milieu de [BC] : AK =

Q=

— 1 —=

M'=?(AB+EE:]BtE]*=

m|m

En remplagant dans (1), on obtient :
—_ 4 —» —» 1 — — — e —
3AG=—3—(¢°¢B+AC]—-€(AB+,%C} = AG:TE[AB"'AQ (2).

2°) L'isobarycentre I des points M, N, C, B est tel que ST e (AM + AN + AB +KE]

[4=4
—

-;—A_ET +%—PT(E +Eﬁ + EE]
(AB +AC) (3).

Le centre d'inertie G du trapaze MNCB et I'isobarycentre I de ses sommets sont donc distincts.
3°) Application

3\ of=6 6
Ona: A(g), B( : ) ot c(ﬂ).
h N — 7
De I'égalité (2}, on déduit : OG =0A + =

De méme, de I'égalité (3), on déduit : Of = OA + —%—[A_ﬁ +

1
—

(AB +AC) = 2- OA + (OB +00) : donc G(g)
Eﬁ]:% A+%[DE+6+C};dunc:l(

)
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2.a Soit A, B, C, D quatre points tels que D soit 2.e Soit ABC un triangle, B et C' Jes Milieuy p,
l'isobarycentre des points A, B et C. pectifs des cotés [AC] et [AB]. .
Ecrire A comme barycentre des points B, C et D. On désigne par G le point d'intersection deg
diagonales du trapéze BCB'C'.
2b Ecrire G comme barycentre des points A, B et % Que.r représente G pour le triangle ARG
C dans les trois cas de figure ci-dessous. 2. Ecrire G comme barycentre des points B.c
B'etC'
A G G A A
2f  Soit ABC un triangle, B et C' les milieux yg,.
G pectifs des cotés [AC] st [AB].
8 ¢ B ¢ 8 " 1. Construire I'isobarycentre I des points B, C,
B’ et C'.
2. Ecrire ] comme barycentre des points A, Bet ¢
2.c  Soit ABC un triangle. 2.g Soit ABCD un parallélogramme.
1. En utilisant la définition du barycentre, 1. En utilisant le théoréme des barycentres pas-
construire le barycentre des points pondérés tiels, construire les points G et G' définis par:
(A,1), (B,-1) et (C,2). G = bar ((A~1), (B,4), (C,1), (D,2)},
2. En utilisant le théoréme des barycentres par- G’ = bar ((A,1), (B,2), (C,3), (D.4)).
tiels, construire le barycentre des points (A1), 2. Le plan étant muni du repére (A, B, C), cal-
(B.2) et (C,3). culer les coordonnées des points G et G".
2.d  Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. 2.h  On considére un triangle ABC.

On munit le plan du repére (A, B, C).

1. Déterminer les coordonnées de G.

2, Déterminer une équation de chacune des
médianes du triangle ABC.

3. Vérifier que le point G appartient & chacune

d'elle.

1. Construire le barycentre G des points pon-
dérés (A, 1), (B, 1) et (C, 2).

2, Exprimer le point C comme barycentre des
points A, B et G.

3,1.. Problemes d’'alignement et de concours

On peut utiliser les barycentres pour démontrer I'alignement de trois points ou le concours de trois dmiles;
Dans certains cas, cet outil permet de conclure rapidement. Nous allons en observer I'usage & r&v®’

quelques exemples.

smmemsm Alignement de points

ABD un triangle et M le milieu duzseiment [AD]. A
I et Ctels que: Al = S—AB et DC = ‘3 DI.
points B, C, M sont alignés.

Soit
placer les points
pémontrer que les

16 Barycentre
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Solution AT _2 = AlB On peut résumer |'argumentation a
A ale 2+1 AB ; donc:1 =bar 12" I'aide du schéma ci-dessous :
—* 3 = a D[I
DC-m I ; donc C-barla ___-{5—'2..__
1 M = par 2128 (D, 1) (1,3)
1|12 | AN
8 MIB (D,1) (A1) (B2)
= bar - S~ |
D |2]2] (M2) (B,2)
Les points B, C, M sont donc alignés. W

i Pour démontrer que trois points sont alignés, il suffit de démontrer que 1'un est barycentre des

| deux autres:

mamm=m Concours de droites
Soit ABC un triangle. On désigne par I, ] et K les points tels que :
—’-=1-—|-—1-_-1_—)- —l-_z—)-

3 AB,C] = 2 CB etCK = E_CA'

Démontrer que les droites (A]), (BK) et (CI) sont concourantes.

Solution
Ef:—l-gﬁ ; donc : I= bar
Z2+1 ! T

--11-_ 1 —_— i o
C}——3+1 CB ; donc:]J=bar

ST RS
L0 | O | =]

EEFC=3LC_;’;. ; done : K = bar

+ 3
A[B|C
Posons : G = bar ABTEILL

En appliquant trois fois le théoréme des barycentres partiels a celte derniére égalilé, on obtient :

- bar |LLIC] —har B[] . [BK
G_ha:3 E Gﬁbarz‘!, anar15.

Par conséquent, les droites (IC), (AJ) et (BK) sont concourantes en G.

On peut résumer !’argumentation & l'aide des trois schémas suivants :

(A2) (B1) (C3) (A2) (B1) (C3) (8,1) (A2 (C3)
| | | S~
(1,3) (C,3) (A2) (J,4) (B,1) (K,5)
(G,6) (G,6) (G,6)
G € (Cl) G e(Al) G € (BK)

3.2, Lignes de niveau

smmm=m Introduction
Dans les manuels de géographie ou dans les atlas, certaines cartes contiennent des courbes telles que des

isothermes ou des courbes de niveau :
— I'ensemble des points ot la température moyenne est égale & 28° s'appelle isotherme de 28° ;
— I'ensemble des points de méme altitude s’appelle courbe de niveau ou ligne isocline.

On fait ainsi correspondre & chaque point d'une région du globe terrestre un nombre réel.

Barycentre 17
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Définition ) i
+ ' Soit k un nombre réel et fune application du plan % dans R.
On appelle ligne de niveau k de f, l'ensemble (E;) des Pﬂlﬂfﬂ M tels que Eﬂ@ = k.

memmms Lignes de niveau de M — aMA? + bMB2

Soit A et B deux points distincts du plan @, a et b deux nombres réels non tous nuls et f llaPplicauun
de P dans R définie par : /(M) = aMA? + bMB2 '
Pour tout nombre réel k, on se propose de déterminer 1'ensemble (E;) des points M du plan ), Que .

SM) = k.

* Sia + b+ 0, désignons par G le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).

On a : aMA2? + bMB? = aMA? + bMB? ~ "
=a(MG + GAy + b(MG + GBY?
= (a + b)MG? + aGA? + bGB? + 2MG.(aGA + bGB)

= (a + b)MG? + aGAZ? + bGB?,
Onadonc:f(M)=k <« (a+bMG?+ aGA? + bGB* = k
2, _ k—aGA? — bGB? :
& MG?= ‘ A
a+b
On pose : K= aGAZ—bGBE _
pengt a+b i)
—=sia <0, (E,) est I'ensemble vide ;
—sia=0, (E;) se réduit au point G ; N Ensemble des points M tels que :
=5l 0> 0, (E,) est le cercle de centre G et de rayon |c. MA2 — 9MB? = 2

. Sia+b=0.alorsul\f[ﬂ2+bMB3=a[MA2—MBz].

On pose : k' = % i le probleme revient 4 déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :
MAZ — MB2 = ', _
Soit I le milieu du segment [AB],
Ona :MA2 - MB? = (MA + MB).(MA — MB) M
= 2MJ.BA
= 2@5&
De’signnilf par H—le projeté orthogonal de M sur la droite (AB),
On a: ABIM = AB x IH.
Donc:f(M)=k & 2ABxIH=Fk

s I \ " i 1.
& [H=—-. L s =B
: 2AB I
On en déduit que le point H est indépendant de M. Ensemble des points M tels que :
(E,) est la droite perpendiculaire a (AB) passant par H, MA2 — MB2 = 16

Propriété

Soit A et B deux points distincts du plan @, a et b deux nombres réels non- tous nuls et f I'application de?

dans [ définie par : £ (M) = aMAZ + bMBZ.

* 5i a+b#0,on désigne par G le barycentre de (A,a) et (B,b) ; 1a ligne de nivean k de I'application fest!
ou bien I'ensemble vide, ou bien le point G, ou bien un cercle de centre G

- Si a+ 1, = 0, la ligne de niveau k de I‘applicatiun fest une droite Perpendiculaire a (AB).

18 Barycentre

y




mmsmmm Lignes de niveau de M — =

* @ et b sont tous nuls signifieque :a=0 et b=0;

* a el bsontnon tous nuls signifie que:@#0 ou b#0;
* @ et b sont tous non nuls signifie que: a#0 et b= 0.

MB

Soit A, B deux points distincts du plan et k un nombre réel strictement positif. On se propose de déterminer

l'ensemble (E,) des points M du plan tels que

*Sik=

* Sik ‘h'-i—a:
i at‘l.alnrs.MB k

MB
1, alors (E,) est la médiatrice de [AB].

=

:M—-&=fc.

— I*MBZ = 0.

On se raméne au probléme précédent : déterminer la ligne de niveau 0 de I'application
M = aMA? + bMBZ, avec a =1 et b = — k2,

Soit G le barycentre de (A,1) et (B,—K2).

GA-k2GB=0 = = I?GB.
Me (E,) o MGz GAT-KGBE
12 -1
£ 2()c2 2
o Mgz Ue-1)GB
K -1
< MG = kGB.
(E,) est le cercle de centre G et de rayon kGB.

EE‘H’IEI’QUES

* (G est extérieur au segment [ABI

* MG? =

k2 GB x GB
= GA x GB.

Donc : MG? = GA GB.

(d'apres le paragraphe précédent)

Ensemble des points M tqls gue : %: 2

WExercices B A BT o A5 o

3.a

3b

Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par [, ],
K, L, M el N les milieux respectils des segments
[AB], [BC], [CD], [DA], [AC] et [BD].

En utilisant les barycentres partiels, démontrer
que les segments [IK], [JL] et [MN] ont méme
milieu.

Soit ABC un triangle. On considére les points
D, E, F barycentres respectifs de (A,1) et (B,1),
de (A,3) et (C~1), de (B,3) et (C.1).

Démontrer que E est barycentre des points

pondérés (D,3) et (F-2).
En déduire que les points D, E et F sont alignés.

J.c

3d

de

3f

Soit A et B deux points distincts. Déterminer 1'en-
semble des points M tels que : MA? + MB? = AB%

Soit A et B deux points distincts, Construire
'ensemble (E) des points M tels que

MA? — MB? = ABZ,

Soit A et B deux points distincts. Construire
I'ensemble (E) des points M tels que :

MA? - MB? = 2AB?,

Soit A et B deux points distincts. Construire 'en-
semble (E) des points M tels que : MA/2 = MB.

Barycentre 19
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~ Exercices

Barycentre de deux points
pondérés

1 On considére un segment [AB]. .
Placer, sans calcul, le barycentre des points pondérés
(A, a) et (B, b) dans chacun des cas suivants :

aJa=1etb=2 : bla=2et b=-5;
cla=-5 et b=-1 ; dla=10 et b=10.

- A 8 %

" 1 L M i L L
L] p— T T T T T T T T T T

2 Pour chaque cas de figure, écrire chacun des
trois points comme barycentre des deux aulres.

A B C

D E F

L . 3
T T T

3 Déterminer deux nombres réels a et b tels queC
soit le barycentre des points (A, a) et (B, b) dans chacun
des cas suivants ;

a}ﬁ_ﬁ + 2§6=T}h !
— — —
¢c)] AB+2CA=3CB ;

b) 3AB = 2BC ;
dj AB - 2BC = 3AC.
g Le plan est muni du repére (O, 1, ]).
On donne les points A % 3 Egg ; on désigne par G le

barycentre des points pondéras (A, —1) et (B, 4).

1. Exprimer OG en fonction de OA et de OB.
2. Calculer les coordonnées de G.

5 Sur une droite de repére (O, 1), on donne les
points A et B d'abscisses respectives - 3 et 3,
1. Construire les points C et D tels que :
C est barycentre des points (A,1) et (B, 2) :
D est barycentre des points (A1) et (B, -2).
2. Déterminer deux nombres entiers positifs ¢ et d (els
que :
A est barycentre des points (C, ¢) et (D, - d) ;
B est barycentre des points (C, ) et (D, d).
3. Soit ] le milieu du segment [CD]. Vérifier que :

OA?=0B?= OCx OD et JC?=]D?= JA x JB,

-

Barycentre de plus de deux
points pondérés

6 Soit A, B, C trois points non alignés et G 1o
barycentre de (A, -3), (B, 1), (C, 1).

20 Barycentre

\

w7z

b

A

1. Démontrer que A est le centre de gravité de GBC
2‘ En déduire une construction de G.

7 Les notes sur 20 d’un éléve sont 14 en mayp
matiques, 8 en physique et 5 en frangais. Les coeffj.
cients affectés 4 ces disciplines sont respectivement 4 o

et 1. i
1. Calculer la moyenne m sur 20 de cet élave,

2. a) Sur une droite de repére (O, 1), placer les points 4,
B. C et G d’abscisses respectives 14, 8, 5 et m.

b) Démontrer que G est le barycentre de (A, 4), (B, 2) &t
(C, 1).

B Soit ABC et A'B'C’ deux triangles de centres de

gravité respectifs G et G'. ;
— —* 3 —

1, Démontrer que : AA' + BB' + CC' = 3GG".
2 En déduire une condition nécessaire el suffisante
pour que ABC et A'B'C aient le méme centre de gravité.
Application
Soit ABC un triangle et k un nombre réel. On désigne
par A, B' et C' les points tels que :
— — —r — —
BA' = kBC, CB'= kCA et AC'= kAB.
Démontrer que les triangles ABC et A'B'C’ ont le méme
centre de gravité.

9 Soit ABCD un parallélogramme. On désigne par

C" le milieu de [AB] et par G le point d'intersection de
(BD) et (CCY).

1. Démontrer que G est le centre de gravité de ABC.

2. Ecrire C comme barycentre des points A, B et D.

o —_ L= —_— —
3. Démontrer que : 3AG — 2AB — AD = 0.

10 Soit ABC un triangle, 1 et K les milieux res-
pectifs des segments [AB] et [IC].

Ecrire K comme barycentre des points A, B et C.

11 On considere un triangle ABC. Soit I le milieu
de [BC] et G le point de [Al] tel que: AG = -2—:"&1-
1. Ecrire G comme barycentre des points A, B et C el
déterminer les coordonnées de G dans le repére (B, C. A)-
2. On désigne par K le point d'intersection des droites
(AB) et (GC). Ecrire K comme barycentre de G et C.

12 Soit ABC un triangle équilatéral, I le milieu du
segment [BC) et H 1¢ projeté orthogonal de I sur (AB).

1. Ecrire H comme | ;
ce t B.
2. Soit K I ailller arycentre des points A

est le barycentre de (A, 1), (B, 5) et (C, 2).

13 50it ABC :
un tr
1. Construire 1e engle;

et(C,3) point G, barycentre de (4, 2). (8, %)
L} 2 -

2, Cuns i i

6B o gy oo points P Q ot R tels que

Démontrer . —2GB et GR =3GC. :

angle pC!leivma- le point G est le. centre de gravité du tr

du segment [[H]. Démontrer gue K

- ome e w
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Ultilisations du barycentre

14 Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par I,
J, K, L, M, N les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], ICD], [DA], [AC], [BD] et par G I'isobarycentre des
peints A, B, Cet D. =
1. Démontrer que les droites (IK), (JL) et (MN) sont
concourantes en G.
2. Soit H le centre de gravité du triangle BCD,
Démontrer que les points A, G et H sont alignés.
Enoncer trois autres alignements de méme type.

15 Soit ABC un triangle. On désigne par D le
symétrique de B par Tapport a A, | le milieu de [AC] et
J le point tel que : B] = 2 BE,

Démontrer que les points D, 1 et ] sont alignés.

1‘.' Soit ABCD un quadrilatere, L et J les milieux
respeclifs des_%egmenls [AD] et [BC], I et K les paints
définis par: Al = 2 AB a DK = £ pC.

Démontrer que le milieu du segmen% [IK] appartient & la
droite (JL).

17 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points P, Q et R tels que :
GP=2CR, AG=LAB ot Bi= 3 BE
- i = T Ht HR. b I e BC-
2, Démontrer que les droites [AR), (BP) et (CQ) sont
concourantes.

18 Mémes questions que dans l'exercice précé-
dent avec : CP = —;\—C_:‘\b. Eﬁ= %—.ﬂrﬁ et BR = -‘;:—-Eé

19 Soit ABCun triangle. On désigne par A', B!, C’
les milieux respectifs des segments [BC], [AC], [AB] et
— —
par P le point défini par : AP = %AB
Démontrer que les droites (AA), (B'C') et (CP) sont
concourantes.

20 Soit A et B deux points du plan tels que AB=6
et f1'application numérique définie dans le plan par :
S(M) = MA? + MB?, ‘

1. Déterminer les lignes de niveau 50, 36, 26, 20 de [.
2. Pour quelles valeurs de k la ligne de niveau kdef:
— est-elle réduite & un point 7

— passe-t-elle par A ?

— passe-t-elle par le symétrique de B par rapport 8 A 7
3. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que ;

2 2
26 < MA® + MB* < 68. % 2

21 On donne un segment [AB]. )
Déterminer et construire I'ensemble (E} des points M

du plan tels que : MA = 2MB.

22 On considére un triangle ABC et 1le milieu du

—e
chté [AB]. Déterminer et tracer la ligne de niveau Eﬁ@’

de I'application définie dans le plan par M) =MA.MB.

23 On donne un segment [AB].
1, Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1)
et (B, =2).
2, Soit M un point du plan. e .
) Démontrer que le vecteur 2MA — 2MB est indépen-

dant de M.

b) Déterminer el mnsLmi_rE l'ensimble des points M tels
que : |[MA — 2MB| = |2MA - 2MB|.

24 La figure ci-contre représente
une plaque homogeéne d'épaisseur E
constante, formée d'un carré ABCD et 8
de deux triangles rectangles isockles A F
ABE et BCF.
Déterminer la position du centre de
gravité de cette plaque.

APPROFONDISSEMENT |

25 Soit ABC un triangle, B’ et C' les milieux respec-
tifs des cotés [AC] et [AB]. On désigne par D le symétrique
da A parrapport a B, E le symétrique de C par rapport & A et
F le milieu de [DE]

Démontrer, en utilisant le théortme des barycentres par-
tiels, que les points F, B' el C’ sont alignés, Préciser leurs
positions relatives.

26 Soit ABC un triangle, p et g deux nombres réels
positifs non nuls. On désigne par G le barycentre de (A, p),
(B, q) et [C, q). Les droites (AG), (BG) et (CG) coupent res-
pectivement (BC), (CA) et (AB)enl, Jet K.

En utilisant le théoréme des barycentres partiels, démon-
trer que

a1 est le milieu de [BC] ;

b) les droites [JK) et (BC) sont paralléles.

27 soit ABC un triangle. On pose: AB=¢, BC=a
et AC = b. On désigne par I le point d'intersection de (BC)
avec la bissectrice de l'angle A. La droite paralléle a (Al
passant par C coupe (AB) en D. B
1. Démontrer que ACD est isocéle et gue T %

2. En déduire les barycentres respectifs de (B, b) et (C, ¢),
de (A, a) et (B, b), de (A, @) et (C, ¢).

3. Démontrer que le centre du cercle inscrit dans le tri-
angle ABC est le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, ¢).

28 Soit ABC un triangle. La bissectrice extérieure
de l'angle A (droite perpendiculaire a la bissectrice de
I'angle A ) coupe la droile (BC) en K. La parallzle a (AK)
passant par C coupe (AB) en C".

1. Démontrer que le triangle ACC’ est isocéle.
2.0npose: AB=c ot AC=Dh.
Démontrer que K es! le barycentre de (B, b} et [C, —).

29 soil ABC un Iﬂnngle non isocéle en A. Les bis-
sectrices des angles B el C coupent respectivement les cotés
[AC] et [AD] en | et ]. Les droites (1]) et (BC) se coupent en K,
1. Berire K comme barycentre des points I et J, comme
barycentre des points B et C.
2.En déduire que (AK) est la bissectrice extérieure de
l'angle A du triangle ABC,

(On utilisera les propriétés des bissectrices démontrées
dans les exercices 27 et 28.)

30 Soit A et B deux points d'une droite (A), a et b
deux nombres réels tels que : 0 <a < b.
1. Démontrer qu'il existe deux points C et D tels que C est
le barycentre des points (A, a) et (B, b), D est le barycentre
des points (A, a) et (B, -b).
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Préciser la position de ces points par rapport aux points At B.
2. La droite (A) est munie du repére (A, B). .
Calculer, en fonction de a et b, les abscisses des points C
et D et vérifier que : 2 =- 2

CB D
3. Démontrer que :

a) A est le barycentre des points (C, a + b) et (D, a—b);
b) B est le barycentre des points (C, a + b) et (D, b -a).

31 Soit ABC un triangle et M un point strictement
intérieur A ce triangle. Les droites (AM), (BM) et (CM) cou-
pent respectivement les cotés [BC], [CA] et [AB] du tri-

angleen A, B’ et C', .
1. g} Démontrer que : ij—{—}- = ﬂ
T e MAC) ~ AC'

b) En déduire que A’ est le barycentre des points pondérés
(B, aire(MAC]) et (C, aire(MAB)).

2. Soit G le barycentre des points pondérés (A, aire(MBC)),
(B, aire(MAC)) et (C, aire(MAB)).

Démontrer que les points G et M sont confondus.
Application

Soit 1 le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On
pose:BC=a,CA=betAB=c

En utilisant les résultats précédents, démontrer que Iestle
barycentre des poinis (A, a), (B, b) et (C, ).

32 On considére une droile (%), un point P exté-

rieur & cette droite et H Je projeté orthogonal de P sur ().
A tout point M de la droite (@), on associe le point N bary-
centre des points pnndé-rés (M,HP?) et [P.HIf_L —
1, Exprimer le vecteur HN en fonction de HM et HF.
2. En déduire que les vecteurs HN et MP sont orthogonaux.
3. Déduire de la question précédente le lieu des points N
lorsque M décrit la droite ().

33 ABC est un triangle rectangle en A, tel que
BC=Zaet Gestle haryl:ﬂnh'ﬂ de {Ar 4}l [B. —1}. [cl _1)'
1. Démontrer que G et le milieu de [BC) sont symétriques
par rapport au point A.
2. Démontrer que pour tout point M du plan, ona:
4MAZ — MB? — MC2 = 2MG? + 4GA? — GB® — GC2.
3. Soit (E) I'ensemble des points M du plan tels que :
4MA? — MB2 — MC? = - 4a*.
Vérifier que A appartient & (E) puis déterminer (E),

348 Soit ABC un triangle. Sur la droite (BC), on choisit
un point M distinct de B et de C.
On Iui associe le point N de la droite (AB) tel que ;
Ri=MC_AB

" BC + MC,
et le point P de la droite (AC) tel que :
=_ _BM
BC + BM.

1. Vérifier que : _ .

a) M est le barycentre de (B, E‘I_C} et (C,BM) ;

. BJ N est le barycentre de (A, BC) et (B, MC) ;

| ¢) P est le barycentre de (A,BC) et (C, BM).

2. Démontrer que les droites (AM), (BP) el (CN) concou-
I rent en un point G que l'on déterminera.

3. Déterminer le lieu des points G lorsque le point M
décrit la droite (BC).
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35 ABC est un triangle. -
use:ﬂ:B,Qrb=AC'E_= B,a=acos § ..~
02 I]:cos AcosC,¥= Ecus Aﬂcos B. G
On admettra que : &+ P +¥#0.
1.nSuit H le barycentre de (A, o). (B, P) et (C, 7).
rimer le vecteur AH en fonction de AR et ﬁ
2. Déduire de la question précédente que les vecteurs iy

—_—
t BC sont orthogonaux.
;. Démontrer que H est I'orthocentre du triangle Apc

36 Soit ABCun triangle, G son centre de Bravitg, oy

le centre de son ceEIe circonscrit et Hle point tel que.
OFi =OA + OB + OC,

1, aj Vérifier que les vecteurs AHetBC sont orthogonayy,
b) Démontrer que H est l'orthocentre du triangle ABC.
2. Démontrer que O est le barycentre de (G, 3) et (H, —),
3. On reprend dans cette question les données et les rag,|.
tals établis dans 'exercice précédent.
a) Vérifier que : p + 7= a cos A.
b) Déduire des questions précédentes que O est le bary
centre de (A, a cos A), (B, bcos B) et (C, ¢ cos C).

37 Le croissant d'or
Le plan est muni du repére (O, I, .
On considere une plaque homogéne d'épaisseur constan-
te, formée du disque de centre O et de rayon 1, auquel on
a enlevé un disque, de rayon r, tangent intérieurement en
I au précédent.
1, Déterminer, en fonction de r, la position du point G,
centre de gravité de cette plaque.
2, Calculer r pour que le point G soit exactement sur la
«frontidre» entre les deux disques.

(On remarquera que la valeur de r trouvée est égale a I'in-

verse du « nombre d'or ».)

38 Théoréme de Céva?
Soit ABC un triangle, A', B’ et C' des points appartena®!
Tespectivement aux droites (BC), (CA) et (AB), distinet®
des sommets A, B et C.
1.0n suppose que les droites (AAY), (BB et (CC) s0
concourantes en un point G,

a) Démontrer qu'il existe trois nombres réels a, bet ¢ € 9%
G soit le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) &t fe. e
b)En appliquant le théoréme des barycentres partiels e
points A', B' et ', démontrer la relation de Céva:

AB _BC _Ca

e = X = =-1.

AC PBA CB c
2;535‘3‘?“3'([“91113[!11 on suppose que les points B E.t] of
v E‘ﬁent la relation précédente et que les droites AN
(BB') sont sécantes en un point K,

m i ¥
rm?a?mr que les droites (AA’), (BB') et (CC) 507

i conco¥’

e
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